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法人が成立してから 2回目の完全な年度が過ぎようとしています。
数学という深遠で崇高な学理と、そのような学理とは無縁に人生を生きる『ふ
つうの人々』が現代という時代を知的に生きるための数学教育という人類史に刻
まれた実戦的な課題を、資本主義的な市場原理や広告宣伝が支配的な力を握る世
界で、いかにして調和させることができるか、という《現実的課題》への《理論
的な対応》を模索して来ました。
言い替えれば、現世的な利益とは無縁の思索や発見の苦しみや喜びを、それが
分かる人々と共有する、という、K.マルクス的にいえば、《人間の人間に対する真
に人間的な体験》を、利益を最大にすることにしか関心のない現世の人々の、とは
いえ、現世に染まり切っていない子どもたちの中に潜む可能性を信じて、いかに
して、魂を揺り動かし覚醒させて、眠っていた可能性を引き出す educare [羅] か、
という不可能にも見える大胆不敵な試みを実現する《数学教育の持つ不思議な力》
を学校現場のできる限り多くの先生方との協働で共有／拡大／普及して行きたい
という願いの実践です。
この願いが普遍性を獲得し得るか否かが今後本格的に問われて来ます。

団結して頑張りましょう！孤独に悩む全国の数学教員たちよ！

忘れないようにしましょう！ 逆境こそ好機であることを！

内なる大声で唱和しましょう！
いかなる困難も私達をひるませることはできない、と！

TECUM の活動を誇りにしましょう！
こんな喜びを人々に伝える奉仕活動を使命を有していることを！
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第I部

《評価》と《コロナ禍での授業》
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そもそも教育における評価とは何か、何であるべきか？
長岡 亮介

成績評価は、学校という《資格認定》を売り物にする学校、教育機
関の生命線である。試験という教育的にはばかげた制度が忙しい学校
生活の中で大きな役割をはたして来たのはそのためである。
それが、感染性と致死率の高い感染症の不可視の蔓延可能性で、い

ま危機に瀕している。
そこで、《成績 achievement 》の《評価 assessment 》という問題

を、少し《理論的》《歴史的》《文化的》に考えてみたい。

1 わが国で評価が問題とされて来なかった理由
— 西欧先進国との違い

いま、SARS-Cov2 の感染の「拡大」と「重篤で急激な症状の患者」が若年層に
まで「拡大」している、という「統計的なデータ」の「情報分析」を受けて、「非
常事態宣言」による「不要不急の活動」の「自粛」が多くの都市圏で要請されて
いる。子どもや青年にとって《必須、緊急の活動であるはずの教育》まで「遠隔
／オンライン」化の流れが様々なレベルで試みられており、その中で「遠隔／オ
ンライン」化が困難な《試験と成績評価》の問題が浮かび上がり大きな注目を浴
びている。海外では広く assessment と呼ばれ、長年に渡って教育の最重要問
題と見なされて来たこの問題に関しては、わが国では単純な「各科目の点数の総
和」という《成績の線形順序構造に対する素朴な信仰》を神道、仏教以上に強く根
付く国教のように支配的な国民的合意であった。しかし、OECD が行うPISA1な
どに見られる日本の学生の身につけた knowledge/skill 2のあまりの《硬直性》
が、ジャーナリストなど、教育問題に関心を持つ非教育関係者 に注目され、世間
に大きな話題を提供している。純粋学問を追求する一部の人間を除けば、学校教
育で受けた初等数学の《基盤的な基礎の理解》と《その弾力的応用への準備の心得
well-preparedness》（これらこそが knowledge と skill である！）の育成こそ、言い
替えれば、いかに無関係にみえる場面にすら数学的な思考が応用され得る3という

1Programmes for Intenternational Student Assessment , わが国ではこれを「国際学力達成度
調査」などをとんでもなく誤訳されている！「学生の（身につけている）能力の国際比較計画」と
直訳する方が良い。

2これもわが国では「知識」／「技能」というあまり適切とはいえない「直訳」で流通している。
3これを英語圏の数学教育では transfer という。なお、「応用」に相当すると思われている

application は、数学的な世界で完結する純粋数学 pure mathematics を数学的な世界を超̇え̇て̇適
用 apply する試みであるから、数学の確実な基礎的な理解に加え、応用すべき数学外の学理や技
術についての経験、知識、関心が重要な前提的要素となるものであり、したがって、一般には「純
粋な学校数学」よりも、はるかに難しい分野である。到底学校数学の手におえる代物ではないこと
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確信を支える深い数学的理解と広い数学的文化の素養の育成こそが数学教育の要
であることは、少しでも日本の現状を一端横において虚心坦懐に考えれば、当り
前の話であり、「数学教育のための数学教育」、「試験で良い結果をもらうための日
常的数学学習」、「上位学校に進学するための手段」にしか目が向かない日本の学
校教育の関係者、特に、「保護者」に代表されるわが国の一般国民の「常識」は、
国際的に見るとむしろ非常識なのである。
初等数学は、その普遍的な教育的価値のために、古来より、教育の中心を占め
て来た。実際、理学はもちろん、理学ともっとも遠くに見える法学や哲学、あるい
は高度な医療や薬学の専門家、あるいは日々の経済活動の選択で決断を迫られる
実業界の人にとって、数学的な思考を無視しては、日々の実践が成立しない。「理
論はさておき実用的には」という「論理」がまかり通る世界（一部の工学、一部の
臨床医療）以外では数学的な思考（＝綿密で緻密な反省的＋創造的な思考）の必
要性が常識である。崩壊が直前に迫る医療機関では、triageと呼ばれる不可逆の
判断が即断即決で求められる緊急医療の最前線の日常的な決断を支えるのは、医
療現場での多くの経験と知見に裏付けられた、まさにこのような数学的な思考で
あろう。そして、この傾向は、数学が近代的な手法を手にいれて大衆化した近代
以降はより鮮明になっている。

2 数学教育における評価の大前提
数学の成績評価が問題となるときにはまず大いに議論して合意すべきは、この
ような数学教育の《目的 aim》 と《目標 goal》 である。《何のために教育するの
か？》《学習を通じて何が達成できるのか？》が問われてはじめて評価が意味を持
つからである。
しかし、この本格的な問題に入る前に、本格的な思索を放棄した自明な間違い
を指摘するところから始めよう。

2.1 従来の数学教育における評価
数学において、「１次方程式が正しく解けるようになった」とか「教えた通りの
証明がきちんと再現できるようになった」とか「２次３項式の襷掛けの因数分解
ができるようになった」とかは、譬えは悪いが、新入社員への「挨拶教育」の成
果の評価のようなものであって、その社員にとって生涯の社員生活全体を決定す
るような重要な評価ではなく、そしてまたそのようなものであるべきでなく（万
一、そんなことであったなら、「もうその会社は終っている」といわなければなら

は明らかである。日本の学生は、巷間いわれているように「数学の基本的な計算力はあるが、数学
の応用に弱い」のではなく、「基本的な計算がいかなる意味と意義を持っているか理解することを
教育されていない」ということの自明な結果である！
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ない！）、せいぜい、会社への忠誠心や上司からの指示への従順性という《兵卒に
対する評価》でしかない。平凡な生徒には手が出ない、という意味で少し「難し
い問題」が解けたとしても、その難しさが単なる知識の有無や技術の錬磨の結果
でしかないようなものであれば、労働基準法を破っても残業して営業成績を残す
《モーレツ社員の利益貢献度》のようなものでしかない。
大きな成長を望む企業のような組織にとって重要な新入社員評価は、敢えて、大
袈裟に誇張すれば、いかに苦しい状況にあっても、その中で何らかの独創的な活
路を拓くような《知恵＝深い学識と広い教養》と《勇気＝自分の責任で決断を実
行する責任感》の有無を判定する本格的な評価であるべきである。

2.2 これからの数学教育における評価のあるべき姿
このような評価を実施する上で第一に重要なことは、評価の対象となる実績の

《目的 aim》 と《目標 goal》 を鮮明化することである。
そしてこの評価を実施する上で、第二に重要で、深く留意すべきことは、その
評価が外部から表面的に見られたときに、つまり「だれの目から見て」も、同じ
評価の結果が導かれるような「安直な客観性」を持つことではな̇く̇、《目的と目
標に照らして合理的な評価》を知恵と責任感をもって《公正に fairly》実行 する
ことである。

2.3 陥りやすい自明なかんせい陥穽
学校での学習者に対する評価は、未来の可能性が文字通り open に開かれてい
る若者に対する評価であるだけに、企業や組織の人事考査以上に《公正さ》が求
められる。そして、評価の安っぽい客観性は、評価の厳正な公正さを決して保証
しないことに強く留意すべきである。
「点数ではかられる教科内容の理解の達成度」の他に「教科に対する関心、意
欲、態度」のような１回のペイパー試験の成績では、計れない日常的な学習姿勢
の育成度を加味する「総合的な評価」という「斬新な理念」が行政筋から提起さ
れているが、これは扁平なペイパー試験の点数結果での評価という従来からわが
国の学校に染み着いた悪弊に対して投ぜられた批判としては、可能的なインパク
トを持つものの、実際上は、教員の評価に関わる手間を増やしただけで、空疎に
掲げられる言葉だけの「目的」、「目標」の明示化、具体化、実体化の作業を棚上
げしたことの必然的な結果として、責任ある公正な評価という最大の目標を曖昧
化したという点で、近代日本の教育行政の歴史的な汚点であると私は思う。
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3 数学教育＝数学学習の目的と目標
数学教育でもっとも重要なのは、数学的な思索や理解の体験の目的が、古代ギ
リシャの哲人の言い方を真似れば、若者の《魂を覚醒する》ことであると思う。若
者が、《昨日の自分とは違う新しい自分と出会う》ような、言い替えれば、《自分
自身の中に眠っていた新しい可能性を目覚めるように発見する》ことではないだ
ろうか。「精神的な成長」という平凡な言葉では、輪郭が惚けてしまって詳細が見
えないが、数学を通じてなら、実質に迫ることができる。
数学のすべての単元の教育で、このような《覚醒 awakenings》を具体的かつ多
様性をもって構想することが、数学における評価の出発点である。
当然のことながら、覚醒といっても、すぐに「知的な傾眠」「知的な昏睡」に戻っ
てしまうようなものであることも多い。そして、さらに重要なことは、さらなる
覚醒の後では、以前の覚醒は、

ゆめうつつ
夢 現に過ぎなかったと思うことも少なくないこと

である。
これ以上の議論は、数学の場合ですら、具体的な単元、具体的な学習場面を想
定してやらないと意味が乏しいので、ここでは断念するが、どんなに初等的なレ
ベルの数学においても、このような覚醒の好機は至るところにあることを忘れる
べきではない。とはいえ、「覚醒を知らない数学教員」から、「覚醒とは無縁の数
学教育」を通じて学習者が受ける数学の評価には、数学的には何の意味もないこ
とも、つねに心に深くおくべきである。
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高校から大学への飛躍を学生に誘発する
自己反省型の数学のレポートのシステム

日本大学 文理学部 山浦 義彦

アブストラクト 大学の遠隔講義に関しては, 対面講義の質をオンライン形式でもいかにして維持する
か, ということにその議論が集中することが多い. そんな中で「茗渓学園での遠隔授業についての取り組み
報告」に接する好機を得た. 大学では遠隔という状況下で何ができるだろうか. あるいは, 遠隔講義だから
こそできることは何だろうか. そもそも大学初年度の必修専門基礎科目の対面講義では試験の点数による
成績評価が通常の形態であり, それこそが学生の講義内容に対する理解を促す唯一無二の方法であろうと確
信してきた. そのため, 試験を一切行わずにレポート提出のみで成績管理をする, という講義形態は, 学生の
勉強意欲や理解度の向上といった観点からも真っ先に選択肢から除外された. しかし, 遠隔講義を通じて学
生の理解レベルを維持しなければならないという, ある種追い詰められた状況で, 「学生自ら仮説を立て」,

事後に解答例を参照しながらそれを「学生自ら振り返って反省する」ことで, 学生の「数学を考える力」を
はぐくめる可能性のあるレポートのシステムを思いつくに至った. 本稿はその実践報告である.
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12 Section 1. はじめに

1 はじめに
筆者の勤務する日本大学文理学部の 2020年度は, 講義の実施方法について何も決まらな
い状況の中で始まった. 前期開始の 4月から 1か月間は, 前期の講義実施方法に関する学
部運営方針は何も定まらなかった1. 講義が一切開始できない中で, 4月の月末に「完全遠
隔実施」の方針が決まり, 本来の講義開始予定日であった 4月 10日に遅れること 1か月以
上の 5月 15日から, ようやく遠隔による前期講義が開始された. その時点でもなお, 多く
の教員たちが考えたように, 遠隔講義はあくまで「一時的なこと」であるかのように思わ
れた. ところが, 前期半ばの 6月には「前期を通じての遠隔実施」が確定し, 結局, 前期は
「遠隔講義」で終始した. さらに, 後期が始まる直前の 9月半ばには, 後期を通じて, 実験
や体育実技など一部の講義を除いては, 全面的に遠隔での講義実施が決まった. このよう
な中で,「対面でなければ, 学生とのコミュニケーションもうまくとれず, 講義が適正に進
められない」と嘆く教員も多くいたが, 嘆いてばかりいても建設的ではない. 何が自分に
できるだろうかと模索を始めた. 遠隔を余儀なくされる状況で, 講義方法に関しては二通
りの方向性が考えられた. 一つは, 可能な限り対面と同等の講義形態を遠隔という障害を
乗り越えて実現しようという方向性であり, もう一つは, 遠隔を逆手に取り全く新しい講
義形態を試行してみようという方向性である. 前者の選択をした教員は, 時間割通りにオ
ンラインで双方向授業を行い, 試験も通常と同じくオンラインで実施していた. 一方, 筆
者はあえて後者の方向性を選択することを思い立った. この動機づけの発端が, 茗渓学園
での新しい取り組みであったことは, 是非, ここに書き添えたい. 大学という教育現場で
は, 遠隔だからこそ何ができるだろうか? という自問自答を繰り返した. その結果として
大学 1年生向けの数学科必修科目において実践したことを, 平常時の講義内容の概要と合
わせてここに報告をさせていただきたい.

本稿で紹介させていただく試みが, 学生の成長にとって良い結果をもたらしたか否か,

が明確になるのは, 次年度以降であろうと思われるが, いずれの結果であってもそれを実証
するのは大変難しいことのようにも感じる. 教職志望学生が多いこの学科において, 「数
学」という教科が試験対策にもとづく「高得点取得のための科目」ではなく「頭を使って
考え悩んで理解する科目」であるということを, 将来生徒たちに伝えてみたい, と考える
教職志望学生が一人でも増えてくれたならば, 筆者は本稿で紹介する講義形態に「正しい
側面もあった」と判断したいと考えている.

1筆者は東京大学で非常勤講師をしている. 東京大学ではそのような状況下であっても, 3月半ば時点で
全面オンライン講義という方針が迅速に決定された. 4月に入る前の 3月中に, 予め大学によって一括契約
された Zoom ライセンスが非常勤講師を含めた全教員に配布され, 4月はじめにはオンライン講義のノウハ
ウについての教員向け講習会が Zoom で実施された. その結果, 通常に比べてわずか 2週間遅れの 4月 20
日から夏学期第 1回目の講義が開始されたことは, 実に的確な判断に基づく, 特筆に値する手際よさと言え
よう.
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2 対面講義と遠隔講義
本稿では, 筆者が勤務する日本大学文理学部数学科 1年生を対象とする「微分積分学」の
遠隔講義の方法を平常時の講義内容と共に紹介する. この科目は「微分積分学 1」「微分積
分学 2」という名の半期 2科目に分かれており, それぞれ, 演習 1コマ付きで週に 90分 �
2コマが割り当てられてられている.

2.1 従来の対面式講義の実施方法
(1) 基本方針
学生たちには, 講義内容を記した「講義ノート」(170ページ程度, 簡易製本) を実費価格で
予め購入してもらっている. 重要な箇所や特に留意してほしいポイント個所は空欄にして
ある. 講義では, 板書を必要最低限に抑えた内容説明を行う. 学生はその解説を聴きなが
ら空欄を埋めたり, 口頭説明で重要と感じたことを余白にどんどん筆記する. そして, 空
欄が埋められた講義ノートは復習用としてしっかり読み通せるようにしてある. この形態
で講義をするようになって 15年ほどが経過する. 以前は, 講義ノートに書いてある内容の
すべてを板書していたが, 年々, 学生の書写にかかる時間が無視できなくなっていった. そ
のため教える側は, 学生が考える間をとるのではなく, 黒板を写す間を講義の随所にとる
必要に迫られた. さらには, ノートに書写するだけで満足し, 講義中は実質的に頭を使っ
ていないという学生も多くいることが分かった. そこで, すべての内容をプリントにして,

それを見ながら解説講義をしてみたこともあった. すると, 今度はそのスピードについて
いけずに講義途中でドロップアウトしてしまう学生が続出した. スピードをうまく調整し,

ノートをとるという満足感を持ってもらい, かつ, 学生がその場で可能な限り頭を使って
講義に臨める方法はないだろうか, と考えた末に, 現行の「空欄付き講義ノート」の形態
にたどり着いた. 空欄の箇所では, 場合によっては答えを与える前に各自考える時間を与
えることで, 講義内容から完全に脱落する学生を極力減らす効果を期待している. 一方で,

この講義方法で解決できない点もあることは白状しなければならない. 講義を聴いていて
重要だと思ったことを余白にどんどん書き込むようにと常々指示を与えているが, 空欄が
ない場所では安心して実質的に何も聴いていない学生が少なからず見受けられのである.

この難点については筆者自身完全な解決策を得てはいない. 大学入学前に長年に渡り板書
を丁寧に “ そのまま書写する ” という授業を受け続けてきた学生たちにとって2, 黒板に

2教育実習で担当教諭から板書について次のことを鉄則として徹底的に教え込まれた, ということを学生
から聴いたことがある.「そのまま寸分違わず答案として記せば満点になるような “ 模範 ” となる書式で板
書しなければならない」とのことである. このようなような “ 形式 ” を優先するような教育を行えば, 生
徒たちは本来の数学的な内容理解はさておき, 必死に「書式」を暗記するようになるだろう. 自学において,
教師から説明された内容を “ 自分の言葉に直して ” ノートに書き下してみることにより, 受け身で説明を聴
いた段階では鵜呑みにしていた多くのことに素朴な疑問が浮かび, それを自力で解決することで理解が深ま
るということは多い. 板書の書式こそが「模範」であり, それ以外の記述は減点対象になることがある, と
いう教育は, 生徒たちから理解を深めるチャンスを奪ってしまうことになるのではないだろうか.
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書かれていない行間を話を聴きながら速記で書き留めることは, ことのほか難しいようで
ある.

講義ノートを用いた解説はなるべく 60分を超えないようにしている. それが, 大学 1年
生にとって, 集中力を持続できる限界時間であることが分かってきたからである. 60分を
超える場合は適宜, 自分で考える時間をはさむように工夫している.

講義内容の解説が終わった後は, やはり予め購入してもらっている簡易製本版の「演習
書」(1030ページ程度)で講義に対応する箇所を各自自習する. この演習書には, 微分積分
学を通じて使われる用語や記号の解説部分, 上巻 (微分積分学 1), 下巻 (微分積分学 2), 演
習問題の解答集という四分冊の簡易製本になっており, 学生たちの「自学」のために作ら
れた冊子である. 講義時間内に演習書で解くべき演習問題を指定し, 各自自習をさせる.

その際に学生たちの質問を聞いて回り, そこから「多くの学生がもつ疑問点」を読み取り,

クラス全体に向けて黒板を使って適宜解説を加える, ということを残りの 120分間で行う.

さらに, 計算演習の位置づけで, 補助的な話題をいくつか解説する. 数学的な内容は以下
の通りである:

講義内容

[微分積分学 1]「解析学の大事件」と位置付けられる Fourier による熱伝導方程式の
研究の紹介3.

[微分積分学 2] イプシロン–デルタ論法による実数論4

補助的な話題
[微分積分学 1]

· 対応と関数
· 集合の取り扱いと命題の否定
· 数学的帰納法
· 1変数関数の平均値定理

[微分積分学 2]

· 逆三角関数
· 1変数関数の Lagrange 剰余項つきテイラー展開
· 1変数関数の合成関数微分法則と置換積分法
3長岡亮介先生の御著書「関数とは何か」(岡本久 · 長岡亮介著, 近代科学社) [1] によれば, Fourier 自身

の計算は現代から見ればあいまい, あるいは, 遠回りな議論をしている部分も多いようである. そのオリジ
ナルを紹介することは, 恥ずかしながら原著を読んだことのない筆者には到底出来ないため, 適宜, 受講生が
慣れ親しんできた数学 IIIの範囲内の言葉を用いて説明をしている.

4この科目で目指すのは, 変分学において最も重要な存在定理の証明原理をすべて含んでいる「連続関数
の最大値, 最小値の存在定理」の証明である. この証明の解説のために, 半期すべての時間を費やす.
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通常のいわゆる大学 1年生向けの「微分積分学」の講義内容と比較すると, 単元という観
点から見ればかなり内容が少ないが, 試験で点数をとることに慣れてきた大学 1年生に,

本来の数学とは何か, ということを考えてもらいたい, という気持ちから構成した内容で
ある. 教える以上は必要な深さで原理まで教えたい. そして, 計算方法だけを先取りして
教え, 計算練習の反復により「分かった気にさせる」講義とは一線を画したい, という意
図に基づいている5.

(2) 成績評価方法
講義ごとに提出される「出席レポート」と「復習成果レポート」, および, 半期それぞれに
3回ずつ実施する定期試験の合計点で前期, 後期それぞれの科目の成績をつけている. な
お, 定期試験に関しては学生の勉強を促す目的で簡易製本「過去 3年間の過去問題集」を
やはり購入してもらっている. そこには, 模範解答および, 採点後のコメントとして, 学生
が勘違いしやすいポイントや数学的内容について詳細に記してあり, 試験対策中心の勉強
でも, 可能な限り数学本来の内容を考えてもらえるよう工夫をしている (つもりである).

2.2 遠隔での講義方法
(1) 全体像
既に述べた「平常時の講義方法」では, 薄々感じながらも自ら「蓋」をしていた問題点も
ある. 試験で一定以上の点数を取らなければ, 履修単位を取得することができない, という
重圧から, ほとんどの学生たちは, 講義の内容自体の理解よりも試験対策に力点を置くよ
うになった. その結果, 詳細解答つきの演習書を勉強することなく, いきなり過去問題集で
問題解法ノウハウを見様見まねで学びだす. その気持ちはわからないではない. ここだけ
の話ではあるが, 私も研究費倫理に関する文科省のオンライン試験で合格をとることは完
全に「やっつけ仕事」になり, 説明書を熟読する前にとにかく試験を受けてみてその経験
で得た表面的な知識をつなぎ合わせて, なんとか合格点をとる, ということをしている. 要
するにその場しのぎ以外のなにものでもない. 研究すること自体が目的なのだから, この
ようなことに多大な時間を費やしたくないという気持ちが強いからである. 一方の学生た
ちは「勉強」することが目的なのだから, そのようなその場しのぎの勉強方法は筋違いで
あるという観は否めないが, 手っ取り早く単位を取得したいという気持ちから, 数学で悩
むのではなく問題解答ノウハウの習得に時間を使うのであろう. その結果, 多くの学生が
試験が終われば講義の内容のほとんどを忘れてしまうという実情があった. たとえば, 解

5少し余談になるが,「なるべく広く浅く様々な数学の概念や言葉を教え, まずは学生たちに “ 聴いたこ
とがある ” という状態を作ることが大切である」と考える大学教員も多い. しかし, 私はそのようには考え
ていない. 何故なら, 学生たちは聴いたことがある, あるいは, 練習問題が解ける程度の理解でも, 分かった
気になってしまうことが多い. その結果, 本格的な説明をしても「もう知っていることだから」「論理など知
らなくても問題は解ける」とたかをくくり, 本気で理解しようとしなくなる傾向があるからである. それな
らば, 少ない項目で良いから, 先入観を持つことなくしっかりと一つずつ着実に学んでもらった方が良いと
感じている.
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析学において最も重要な定理の 1つであると考えられる, Bolzano-Weierstrass のコンパク
ト性定理も, 3年次に少人数のゼミに所属になるころには, どうにか覚えている学生にとっ
てさえ, それは単なる思い出になっており, 定理の主張, 背景や意義を説明できる学生はま
ずいない. それでも, 試験前だけでも試験に向け必死に数学に向かい合ってくれれば良い,

と考えて長年に渡りこの講義方式を続けてきた. しかし, TECUM において, 中学校, 高等
学校での教育の議論に接し, それをわが身のこととして大学教育に置き換えて考えている
うちに, 大学における教育に対しても疑問に思うことが増えてきていた. まさに, このタ
イミングで「遠隔講義」を余儀なくされたのである. そこで, これを機に, レポート課題
のみによる採点という方法を試してみようと思い立った. 学生たちにはある程度以上しっ
かりしたレポートを提出すれば, 履修単位を保証することをあえて予め予告した. 意味も
分からず他人のレポートを写すということを, 教える側は全く望んでいないことを明確に
したかったからである. なお, この試みの根幹には, 長岡亮介先生をはじめとする, 磯山健
太先生, 新妻翔先生, 谷田部篤雄先生の茗渓学園におけるオンライン授業における「自学」
の重要性という意識改革からの多大な影響があったことを言い添えておきたい.

講義形式は講義内容の解説をヴィデオで製作して提示するオンデマンド形式とした.

ヴィデオは, 理解が困難な箇所を何度でも繰り返し見返すことができる. 対面式講義では,

一回聞き逃してしまうと, それで終わりであることに比べると, 対面講義の場合と同じ内
容を解説するオンデマンドヴィデオの方が, やる気のある学生にとってはありがたいもの
ではないか, との考えからである. 実際, 一部の学生たちからは, 分かるまで見返した, と
いう報告ももらった. ただし, このヴィデオ製作には, 不慣れのためもあり, 多大な時間が
かかった. 空欄についても, 始めは空欄のままで提示し, 次に赤字で解答をいれるという
形式にするのが理想であろう. しかし, そこまでは手が回らず, 予め赤字で答えを入れて
おき, それに基づいて, (Zoom) + (iPad) + (電子ペン)を使ってヴィデオ製作を行った.

オンデマンドによる講義解説ヴィデオの視聴を前提として, 対面講義の「定期試験」に
代わるものとして, 学生たちには半期に 2回ずつのレポート課題に取り組ませることにし
た. それを通じて, 学生たちには以下のことを経験してほしいと考えた:

• 問題解法のノウハウの習得ではなく, 数学本来の内容の熟考

• 他人との相談ではなく, 自分一人で数学を組み立ててみるという試行

• 内容理解に対する仮説を立て, それに基づく議論の遂行

• 自分の思考になかったこと, 足りなかったことに対する自らの納得
練習問題を見て, 解けなければすぐに「模範解答」の解法を見て,「そういうものだからそ
れ以上考えても仕方ない」と自分を納得させる, という勉強方法をとってきた学生たちに,

もっと自分の立てた仮説を大切にし, それに基づいてとことん考え抜いてほしいというこ
とである. そして行き詰ったら自らの仮説を立て直し, また議論をし直してみる. そのよ
うな体験を是非してほしいと考えたのである. そこで, 学生たちにこれを実現させるため
のレポート課題を出すことにした. 具体的な課題設定の方針は次の 3本柱からなる:
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(1) 講義の発展的内容を出題する
過去問を見ても出ていないような高レベルの問題に接することにより, 講義の内容を講義
ノート, 演習書をじっくり復習するようになることが期待される. この目的のため, すぐ
に解けるような練習問題は避け, 腰を据えて考えなければ容易に解決できないレベルの問
題にした. これは, 平常時の定期試験では到底出題できないレベルの, 思考に時間のかか
る問題である.

(2) 専門書を自力で読み進めるという経験をさせる
大学 1年生は小学校のころから長年に渡り「試験勉強」に慣れてきている. そういう学生
たちは「自分の力で数学書を読み, 内容を理解する」とはどういうことか, すらわかって
いないことが多い. 一方, いわゆる “ 専門書 ” は実に無情である. 理解できなければ読者
の側に責任である, という体で記述されていることが多いからである. しかし, それを理
解しようという必死の努力が数学的な深い理解につながることが多い. そこで, 何かを調
べて「鵜呑み」にするのではなく, 専門書に書かれてあること以外はいかなるヒントも与
えられることなく, その内容をフォローし, 理解するという経験をしてもらおうと考えた.

なお, レポート作成要領として,「他者との相談」「ウェブサイト閲覧」「SNS への質問
投稿」を不正行為として, 厳格に禁止した. 学科の中には, 学生同士で話し合って解決した
り, 自分にとってわかりやすいと感じる説明に出会えるまで複数の教員に聞いて回り, そ
のうち理解できればよい, という見解をもつ教員もいる. しかし, 私はそれらは自分自身
でため息が出るくらいとことん考え抜いた後にすべきことであると考えている. 自分の中
での理解に対する「仮説」が全くない状態で他人の考えを聴いたり, 少しずつ異なる説明
を聴いても, 表層的理解しか得られないだろうし, 何より本人のためにならない. 自分の
中で仮説を立て, 失敗し, また仮説をたてなおす... と, とことん考え抜いた後に他人と議
論をすれば, 心から理解できると考える.

(3) 高等学校の数学との関連付け
本学では, 大学 1年生の時点では, 9割を超える学生が「教職志望」である. 漠然とではあ
るが「より進んだ数学を理解した上で教師になりたい」という積極的な意欲をもって入
学してくる. しかし, 大学数学と高校数学の乖離や, 難解さによる理解困難が原因となり,

徐々に専門数学の勉強に取り組むことに消極的になり, 入学後 2ヶ月も経つと,「大学の数
学は難しく, 高等学校で教える内容とは “ 一切無関係 ” だから, 教員免許取得のために単
位さえ取れればそれで十分である」という “ 大義名分 ” を掲げ, 専門数学の勉強に熱心に
取り組まなくなる. そして, その程度の意識で将来教壇に立つことになる. このことを裏
付ける根拠がある. 本学科では, 教職志望学生のために実際の教育現場で働く身近な存在
である卒業生に話を聴く, という催しを年に数回開催している. 「大学で学んだ数学を教
育現場でどのように活かしているか?」という教職志望の在学生からの質問に, 現役教師
である卒業生たちはほぼ異口同音に「大学数学はあくまで別物であり, 教育現場では無用
の長物である」という主旨の返答をする. 大学生たちの “ 大義名分 ” は現場教師のこの
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発言が強固な後ろ盾となり, もはやなんぴとからの批判も寄せ付けない “ 錦の御旗 ” に
昇華する. まさに,「教員養成の負のスパイラル」と言わずにはいられない.

数学の教育は決してそうではなく, 中学校, 高等学校の数学を教えるためにも, 少なく
とも教える側は専門数学までの知識を持っていなければならないし, それを踏まえた説明
が必要である, ということをこの課題を通じて大学 1年生の段階で強く認識させることを
目指した.

(2) 実践方法
数学の問題を提示し, それを各自解いて提出するという点では通常の「レポート」と全く
同じである. これまで筆者がこのようなレポートによる採点を行ったことは一度もなかっ
た. その理由は次の通りである:

(P1) 少し考えて問題が解けないと, じっくり考え抜くことをせず, 他人からや SNS を
通じて得た知識を単に丸写しする学生が現われる.

(P2) 各自のこれまでの勉強で得た知識の範囲でどのくらい自力で考え抜いたのか, を
レポートから読み取ることは極めて困難である.

(P3) レポート提出後に, 問題の解答例を提示しても, それを基にして勉強し直す学生
は稀である.

(P3) については, 平常講義の試験でも同じである. 試験後には必ず詳細解答および, 問題
についての詳細コメントを配布している. もちろん, 十分注意して作成するが, どうして
も, 修正しきれないタイポも多く含まれる. しかし, 原稿が「過去問題集」として簡易製
本化され, 次年度の当該試験実施直前に次年度の学生から指摘されるまで, タイポが指摘
されることは, 最後の答えの数値のタイポ以外, ほぼ皆無と言ってよい. つまりこれは, 試
験後に解答を真剣に読む学生はほとんどいないことを意味している.

さらに,遠隔という講義形態から次の「レポート課題」に対する否定的な事項が加わった:

(P4) 公平性の問題から, 試験を一切実施できなかった. このため, 成績評価をレポート
のみから判定しなければならない.

(P5) 本学で採用されている学習管理システム (Learning Management System)では,提
出されたレポートに, 数学的なコメントを詳細に書き込むことができない.

以上の問題点を克服するために, 次のように 1つの課題集 (3,4題程度)に対して “ 二度に
わたる ” レポート提出を求めることを思いついた:

(第 1回目の課題) 問題提示: 講義解説および演習書をもとにして, まずは自分の力だけ
で解いてみる (作成期間: 1か月程度).

(第 2回目の課題) 解答例提示: 解答例を基として自分の「理解」を分析する (作成期間:

3週間程度).
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学生は, 最初の課題として 1か月程度の時間をかけて, まずは自分の力だけに頼って問題
に取り組む. レポート提出期限後に詳細な解答例を提示する. 学生たちはその解答例を参
考にして提出したレポートでの自分の仮説をすべて詳細に検証する. そして, 不足してい
た点や勘違いしていた点を自ら考察する. 実質的に二度目のレポートが今回の実践におけ
る肝である. そのため, あえて一度目に提出されたレポートでは, 筆者は試験答案のよう
な「マル · バツ」の採点やコメント付記は行わない. あくまで, 考え抜いて作成した後に,

解答例を自分の力で「読んで」, 自分の力で「考察する」ことで, 様々なことに気づくチャ
ンスを与えたいからである.

1回目のレポートで, 正しい論理の下に正しい結論が導かれていればそれが最善である.

しかし, 結論が導けなかったり, 理解できなかったりしたとしても, 苦労して取り組めば必
ずそれがレポートの記述に現れるはずである. 数学の答えはただ一つかもしれないが, 思
考の過程は十人十色であることを学生たちに予め強調しておく. そして, 2回目のレポー
トの考察は 1回目の自身のレポートでの思考が基になるため, 他人のレポートを写すとい
う行為は全くの無意味であり, 自分自身にしか書けないはずである. 以上の理由からか, 多
くの学生が自分の力で考え抜いて, レポートを作成してくれたように感じる 6. なお, 学生
たちには予め, 最低限きちんと書かれたレポートを提出すれば, 単位を保証することをア
ナウンスした. 正解を書かなければレポート点数がとれない, となれば, 他人のレポート
を写すなどの手段に出がちである. そうなれば, 解法を暗記する試験形式の講義と同じこ
とになり, 元の木阿弥である. 解けなくても, 解いたときの苦労を詳細に書けばよい, と言
われれば, 自分の頭を使って少しでも考えるきっかけをもってくれるだろうと考えた. な
お, レポート採点には主観が入ることは避けられず, 点数に関する相談には応じることが
できないことも前もって学生たちには断った.

以下に実際に学生たちに提示した採点基準を, 第 1回目と第 2回目のそれぞれについて
転記する:

[第 1回目レポート課題に対する採点基準]

レポートは, 次の観点から, A(100点), B(80点), C(60点) (カッコ内はおよその点数)の判
定を行います (ほとんど白紙, 未提出の場合はこれ以下になりますのでご注意ください).

• いかに丁寧に書かれているか (文字自体の綺麗さは基準にしませんが, 丁寧さは基準
に入ります. “ 殴り書き ” のようなレポートは必然的に点数が下がります. 読み手
が「読みやすい」と感じる仕上げにしてください. 分かりやすい例を言えば, 皆さ
ん大学入学手続きの書類を書くときには少なくとも「丁寧に」書いたはずです. レ
ポートは基本的に丁寧に記述することが基本です).

• どれだけ自力で考え抜いたか (解けない, あるいは, 正解ではないということで低く
6平常時は, 大学 1年生は対面講義その他を通じて学生同士の「友達関係」を構築するが, 遠隔講義では

ほぼそれが出来ていなかったようである (この点については大変気の毒である). 学生たちがレポートを自分
の力で考えて作成したことは, このことも要因の一つではないかとも考えられる. 次年度は少しずつ対面講
義も増えてくるようである. 本講義では次年度も本稿の方法を継続し, 比較検討したいと考えている.
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評価することはしません. その場合でも, どこまで考え, どこで躓き, おおよそこの
ように考えた, ということを丁寧に記してください. 正解であっても無味乾燥な解答
のみだったり, 何も書かないで空白であったり,「わからない」の一言であったりす
ると評価は極めて低くなります).

• 文章は他人に通じる文章になっているか (当然ですが, 正しい日本語を書いてくださ
い).

• グラフ, 概念図を描く, その他独自の工夫により解説や説明を試みているか (問題が
解けた場合も解けなかった場合も, どうすれば他人に自分の思考が伝わるか, という
ことを強く意識して書いてください).

【備考】答えが正解であるに越したことはありませんが, 通常の試験と異なり, 正解でな
くてもそこに至るまでの苦労や努力を採点したいと思っています. 他人から教わってその
まま写しておしまい (これはそもそも不正行為に該当しますが), ということは本人の勉強
にもなりませんし, 解答は 1つですが, その解説方法は学生によって十人十色のはずです
ので, 自分で考えたのかどうかはすぐにわかります. 自分のオリジナルのレポートにする
ことを強く意識して作成してください.

[第 2回目レポート課題に対する採点基準]

以下を基準に採点を行います.

• 「答え合わせ」の「マルバツ」だけで満足していないか? (どれだけ「正解」してい
たか, を見るつもりはありません. どれだけ自身の過去の思考に対する深い考察を
行ったか, を拝見しそれを評価します. 従って, (正解率) = (高評価)ではありませ
ん.)

• 解けなかった問題について, 解答例の丸写しで満足していないか? (途中までしか解
けなかった, あるいは, 全く解けなかった, ということには必ずその原因があるはず
です. 問題中に使われている概念の定義自体の理解があいまいなだった, ということ
もあるでしょうし, 考える方向性を誤っていたということもあるでしょう. まさにそ
の理由は十人十色です. 一人一人自分の第 1回目のレポートを作成した時のことを
思い出しながら, なるべく詳細に解けなかった理由を分析をしてみてください.)

• 正解した問題も, 解答例を読んで “ 自分の言葉を使って ” 書き下し, 詳細まで自分
の理解を確認しているか? (数学の問題は正解できたとしても, よく考えてみると,

言われた通りのルーチンワークによって解けていただけ, ということが往々にして
あり得ます. 本来の「問題解き直し」とは, 解けたけれどあいまいな部分や, どうし
てこのような解法になるのだろうか, ということまで深く考察をした上で, 全面的に
「自分の言葉に直して」書き下してみる, というのが姿勢のことを言います.)

— 20 —



Section 2. 対面講義と遠隔講義 21

• 問題解法中で使われる数学の公式についても「興味」を持ち, 証明を見直すなどを
しているか? (公式自体の意味を深く理解せずに, それらをつなぎ合わせて解けた,

という場合は, 数学はまるでパズルを解いているようになってしまいます. 使われて
いる公式自体の意味をもう一度考えながら問題全体を見渡す必要があります. )

• 何も見ないでその問題を他人に解説できるか? (これは, なかなか難しいことですが,

そのくらいの緊張感をもって作成しているか? を拝見します.)

• 全体的に丁寧に仕上げているか? (一回目の課題提示の際に書いたことにも通じま
すが, じっくり取り組んだレポートには必然的に丁寧さがにじみ出てくるものです.

綺麗な字で書ければそれに越したことはありませんが, 綺麗でなくても丁寧な字で,

読み手に分かりやすいように工夫して書いてください.)

【備考】 細かい点数の値についての問い合わせには申し訳ありませんが応じられません.

なお, 数学を「心から理解する」ということは, とても難しいことです. レポート課題を
提出したらすべて終わりだ, という意識では, 数学を心から理解することは決してできな
いでしょう. レポート提出後も, ああでもない, こうでもない, と悩み続けてください.

(3) 実績と反省
以上の講義方法により, 学生たちからの反応に関して例年と比較して大きく変化したこと
がある. それは, 学生からの数学に関する質問内容である. 例年は「このように書けば試
験では正解になりますか?」という類の試験に関する内容や,「問題解法ノウハウ」に関す
る質問がほとんどであった. 学生たちは, 証明の詳細な内容を直接問う問題が試験で出題
されることはほとんどない, ということを過去問から「学習」し, 定理の証明の理解を勉
強内容から外してしまうのである. ところが, 今年度の学生からは, 問題解法に関する質問
は, (試験は実施しないとアナウンスをしていたのだから当然ではあるが)皆無であり, 質
問内容は講義内容に関する素朴な疑問や, 演習書に記載した定理の証明内容について「何
故このような方法で証明をしているのか」といった数学本来の質問ばかりであった. この
変化が筆者の単なる「気のせい」でないことは, 作成以来, 一切指摘されでこなかった演
習書に記した定理の証明の細かいタイポの指摘が多く寄せられたことからも裏付けられ
た. これは予想外の展開であった.「試験で一定以上の点数を取らなければ合格できない」
という縛りから解放され, 本来の「専門数学を学びたい」という意欲をもった学生たちの
存在が明らかになったことは, 筆者にとって大きな収穫であった.

また, 学生たちは高等学校までの「予備知識」の不足により, 問題を解くことを最初か
ら放棄してしまうことが多い. 今回のレポートでは講義で説明した事, あるいは, 課題の
中に書かれてあることのみから自分で組み立ててみなさい, という課題にしたことが功を
奏したのか, 意外なことに学生たちは一生懸命に頑張って考えてくれた.

恐らく例年の学生たちと現時点で同じ試験をすれば, 試験対策をしていない分, その点
数差は火を見るよりも明らかであろうと思われる. しかし, 真の意味で「数学を理解する」
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という経験させることができた, という試験の点数には変えられない大切なことを学生た
ちに伝えることができたと考えている.

一方で, これまで長年に渡り「数学は答案のマルかバツがすべてである」ということを
学校教育を通じて刷り込まれてきた学生にとって, 自力で仮説を立てて考え, それを自ら
検証するということは容易なことではなかったようである. どのようにすればよいかわか
らず, 解答提示後のレポートでも, 模範解答をただ丸写しするのが精一杯である, という学
生も少なからずいたことは事実である.

3 最後に
例年は, 試験結果から実に 3割以上の学生が当該科目の単位を取得することができず, 再
履修クラスで次の半期に同じ科目を再受講することになっている. しかし, 今回はレポー
トを提出することを単位取得の条件としたため, 単位を取得できなかった学生は, 自らの
事情でレポート提出を放棄したほんの数名だけであった. このようなことは, 遠隔講義を
余儀なくされる今般の状況がなければ, 他教員から強い批判を受けていたことであろう.

実際, 試験成績では到底合格できない学生が例年 3割程度はいる. そのような学生たちに
レポート提出だけで合格を与えることは, 教育上甘すぎるのではないか, という指摘が予
想される.

一発勝負の試験において数学的内容の真の理解を問う問題を多くすれば, それに応じ
て, 単位を取得できない学生の割合も増加する, というジレンマがある. このため, 正直
に告白すれば試験結果で合否を決める場合は, 解法さえ習得すれば正解できる, いわゆる
「パターン問題」だけでも合格最低点を超えるように出題内容を綿密に調整せざるを得な
い. そのような試験でどうにか合格をする, あるいは合格できない学生たちに, 数学の深
い理解に接近する勉強を期待することは, ほぼできないだろうことを, 辛いところではあ
るが筆者は認識している. ならば, 一定期間レポート課題を自力で悩み考え, 間違ってい
たり, 拙い考えでも良いから自分の考えを提示し, それに基づいて議論を進めてみる. そ
して, そののちに詳細な解答例をやはり自力で理解して足りなかった視点や考察を補うと
いう経験を, その深さにおいて個人差はあるだろうが, 大学 1年生で経験することには意
義があるのではないかと考える.

今回のレポートにより, 一部の学生たちからは「数学は練習問題を解いてマルをもらう
ことを目指す科目だ」という認識から「頭を使って自分で考える学問だ」という認識へと
大きく変化したという感想をもらった. 試験中心の対面講義では, このような感想が聴か
れることはほとんどなかった. このことだけでも試験中心の講義からレポート中心の講義
にした意義はあったと感じている. 受講生の中で一番良い反応を示してくれた学生の感想
レポートを, 本人の了解の下に以下に紹介させていただきたい:
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[ある学生の感想レポート] 7 (原文のまま)

この講義を受講する前 (大学入学時)は正直言って, 私は数学を侮っていました. 大学数学
を高校数学と同じように考えていた私は, 微分積分学の最初の講義で登場した関数列 (各
点収束や一様収束の定義など)の時点で早くも少し心がくじけそうになりました. しかし
ながら初めから大学数学に触れることによって, 大学数学と高校数学の違いに気づき,「数
学」という学問を本当の意味で知ることができたと考えます. 今思うと最初の講義で山浦
先生に「数学は心から理解をすることが大切だ！」と教えていただき, 本当に良かったと
思います. 微分積分学 1 · 2の講義を受講し, 関数自体の定義や関数の連続性, 数列の収束
性などを学ぶたびに, 高校数学がいかに曖昧なものであったかを思い知りました. それと
同時に今まで曖昧であったものが明確に定義され, 本来の意味を知ることができるので,

どん底にいながらも楽しいという気持ちがありました. 私が考えるに, これが数学の楽し
さ · 面白さの 1つなのではないかと考えます. 私が小学生 · 中学生の頃は「数学 = 計算」
と考えていて, 必ず答えが 1つに定まることに楽しさを感じていました. 数学を面白いと
感じる理由に関しては人それぞれで良いと思うのですが, 数学の教師を目指す人間からす
ると, 少しでも生徒が本物の数学に触れる機会を作り, そこで本当の面白さを感じてほし
いと考えます. 現在の私の現状は, このような数学の教師にはまだほど遠く, 微分積分学
全ての内容を人に熱弁できる程の自信もない状態です. 微分積分学の講義自体は終わって
しまいましたが, 微分積分学の学習は続け, 1つ 1つの魅力を熱弁できるような状態に到達
することを目標とします.

7遠隔授業で戸惑っているであろう大学 1年生に, 長岡亮介先生のご了解を得て, 御著書「君たちは, 数学
で何を学ぶべきか」[3] 125ページの「1. 数学の場合, 学ぶということは」を, 書籍名を添えて学習管理シス
テムに原文のまま掲示させていただいたことがある. この学生は, そのあと, この書籍を早速購入した, と報
告をしてきた学生の一人である.
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4 レポート課題の一例紹介
以下に, 実際に出したレポート課題問題を紹介したい. それぞれ, 前節で述べた 3本柱に
沿った問題を記述してみたい.

4.1 (1) 講義の内容からの発展的内容を出題する
前提として, 講義では上限 (sup) については定義や性質を一通り述べてある. 例年の試験
では, 実数の集合の上限を求めてそれを証明する, という出題に終始していた. 一方で, 学
生たちは上限の実際の応用の場面では上限を使いこなせないことが多い. そこで, 実数の
集合を明示的に与えるのではなく, 自分で考えるべき「実数の集合」を設定し, 上限であ
ることを証明する問題として次を与えた.

[課題]

(i) 平面上に点 O を中心とする半径 R (> 0) の円 D がある. ただし, D は円の内部お
よび, 円周上の点をすべて含むものとする. 平面上の 2点 P, Q に対して PQ を P

と Q を端点とする線分の長さと定義する. なお, P=Q のときは PQ= 0 と定める.

実数からなる集合 A を
A =

�
PQ

��� P, Q � D
�

とするとき, max A = 2R であることを証明しなさい.

(ii) 平面上に点 O を中心とする半径 R (> 0) の円 D がある. ただし, D は円内部の点
だけで, 円周上の点は一切含まないものとする. 平面上の 2点 P, Q に対して PQ を
Pと Q を端点とする線分の長さと定義する. なお, P=Qのときは PQ= 0 と定める.

実数からなる集合 A を
A =

�
PQ

��� P, Q � D
�

とするとき, sup A = 2R であることを証明しなさい.

[補足] 以上の問題を, (a) ユークリッド幾何学, (b) 解析幾何学の両方で証明しなさい. な
お, ユークリッド幾何学とは x 軸, y 軸の無い平面を考える幾何学のことであり, 中学校の
ときに学んだ平行, 錯角, 同位角, 三角形の相似, 合同... などの議論は通常この範囲で考え
られていました. また, 高等学校のベクトルも三角形の辺の内分点云々という議論はユー
クリッド幾何学です. 一方, 解析幾何学とは高等学校で学んだ「xy 座標平面」上での議論
のことであり, O (0, 0) を原点として, 点を座標で表し, (i) の円の領域を x2 + y2 � R のよ
うに不等式で表したり, 直線を方程式 y = ax + b (a, b は定数) のように式で表現する議論
です. また, ベクトルを成分表示を用いて考えていたのは解析幾何学での議論になります.

(注意) 証明中の議論では, 見た目の直観による “ 短い ” , “ 長い ” という議論は避け, 厳
密に議論してください.
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4.2 (2) 専門書を自力で読み進めるという経験をする
この課題は「専門書を自力で読む」ことによって数学を理解することの大切さを実感させ
るための課題である. 専門書8の最初の 2ページに書かれてあることを題材とした. そのた
め, 予備知識は一切不要になっている. 逆に言えば, この問題が解けないことは読み手の
責任になる. その意味で少しシビアな課題である.

[課題] 下の “ 四則演算 ” を熟読し, 次の “ 問 1 ” について証明を自分で考え, それを高
校生が分かるように書き下してください.

[Page 2, 問 1]

(i) (R3) を満たす 0 はただ一つ.

(ii) 任意の a � R に対して (R4) をみたす �a はただ一つ.

(iii) 任意の a � R に対して �(�a) = a

(iv) 任意の a � R に対して 0a = 0

(v) 任意の a � R に対して (�1)a = �a

(vi) (�1)(�1) = 1

(vii) 任意の a, b � R に対して a(�b) = �(ab) = (�a)b

(viii) 任意の a, b � R に対して (�a)(�b) = ab

(ix) ab = 0 ならば a = 0 と b = 0 の少なくとも一方が成り立つ.

(x) 任意の a � R, a �= 0 に対して (�a)�1 = �(a�1)

(xi) 任意の a, b � R, a �= 0, b �= 0 に対して (ab)�1 = b�1a�1

四則演算
R の任意の二つの元 a, b に対し, その和 a + b, 積 ab と呼ばれる実数が定義され, 次の
(R1) から (R10) までの条件をみたす.

(R1) a + b = b + a. (和の交換律)

(R2) (a + b) + c = a + (b + c). (和の結合律)

(R3) R の元 0 が存在して, すべての a � R に対して a + 0 = a をみたす. (0 の存在)

(R4) 任意の a � R に対し, �a � R が存在して, a + (�a) = 0 をみたす. (�a の存在)
8杉浦光夫著「解析入門 I」(東京大学出版会)
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(R5) ab = ba. (積の交換律)

(R6) (ab)c = a(bc). (積の結合律)

(R7) a(b + c) = ab + ac, (a + b)c = ac + bc. (分配律)

(R8) R の元 1が存在して, すべての a � R に対して a1 = a をみたす. (1の存在)

(R9) 0 でない任意の a � R に対し, a�1 � R が存在して, aa�1 = 1 となる. (逆元の存在)

(R10) 1 �= 0. (0以外の元の存在)

a + (�b) は a � b と記し, a と b の差という. また, ab�1 は a/b, a
b , a ÷ b などと記し, a

の b による商という. 和, 差, 積, 商を作る演算をそれぞれ加法, 減法, 乗法, 除法という.

[補足 1] 実数に関する性質 (P) があるとき, (P) を満たす実数が「ただ 1つであること」
(一意性)の定義は, 次の通りです:

[定義] (一意性) 2つの実数 a, a� がどちらも性質 (P) を満たすならば, a = a� である.

少し独特な気持ちを持つかもしれませんが, これが数学における一意性の「定義」になり
ます. 従って,「唯一つ (ただひとつ)」であることを証明しなさい, と言われたらこの定義
に基づいて証明することを意味します.

[補足 2] 設問 (x) を証明するためには, 逆元の一意性が必要になります. それを (x�)とし
て設問に加えます. (x) の前にこれを証明してください.

(x�) 任意の a � R, a �= 0 に対して (R9) を満たす a�1 は一意的である.

[補足 3] 恐らく問題を解こうと思った瞬間「え? 全部, 極めて当たり前のことじゃないの
かな!」と思うかもしれません. しかし, 少なくとも負の数を初めて知った中学生には当た
り前のことではなく, れっきとして教わることです. どのように当たり前ではないのか?

いわゆる公理 (R1)-(R10) のみを使ってそれらを数学的に厳密に証明してください, とい
う課題になります. 自分が当たり前だと思っている知識や他の文献に書かれてある定理な
どを勝手に使うことは一切, 許されません. (R1)-(R10) とそれらを使って自分が証明した
事実のみを使って証明してください. 逆に, それ以外で必要となる「定理」などは一切あ
りません. この課題を通じて, 自分がなんとなくもっている「当たり前」という感覚の数
学的知識がいかに危ういものであるか, を強く認識してほしいと思います.
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4.3 (3) 高等学校の数学との関連付け
この課題は, 高等学校の「数学 III」を教えるために, 現在学んでいるイプシロン–デルタ
論法が無用の長物ではなく, 最後には自分自身が自信をもって納得するための不可欠な道
具である, ということを学生に認識させるための課題である. なお, この課題についての
みは, 学生に提示した私の拙い解答例を転記する.

[課題] 以下の, とある検定教科書「数学 III」における「関数の極大 ·極小」に関連する議
論の流れを読み, その後に記した【レポート課題】に取り組みなさい. なお, 教科書には,

定義, 定理などの区別がないので, 分かりやすさのためそれを併記した. また, 証明は要点
のみの抜粋とした.

検定教科書の記述

[0] [定理0] 関数 f(x)は閉区間 [a, b]で連続で, 開区間 (a, b)で微分可能であるとする.

1. 開区間 (a, b) で常に f �(x) > 0 ならば, f(x) は閉区間 [a, b] で単調に増加する.

2. 開区間 (a, b) で常に f �(x) < 0 ならば, f(x) は閉区間 [a, b] で単調に減少する.

3. 開区間 (a, b) で常に f �(x) = 0 ならば, f(x) は閉区間 [a, b] で定数である.

(1の証明) 閉区間 [a, b] において a � u < v � b を満たす任意の 2つの値 u, v をと
ると, 平均値の定理により

f(v) � f(u) = (v � u)f �(c), u < c < v

を満たす実数 c が存在する. ここで v � u > 0, f �(c) > 0 であるから

f(v) � f(u) > 0 よって f(u) < f(v)

慕って, f(x) は閉区間 [a, b] で単調に増加する.

※ 2,3 の証明は問として提示されている.

• [1] [定義] f(x) は連続な関数とする. x = a を含む十分小さい開区間において,

「x �= a ならば f(x) < f(a)」が成り立つとき, f(x) は x = a で極大であるといい,

f(a) を極大値という. また, x = a を含む十分小さい開区間において,「x �= a なら
ば f(x) > f(a)」が成り立つとき, f(x) は x = a で極小であるといい, f(a) を極小
値という.
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[2] [定理 1] 関数 f(x) は x = a で微分可能であるとする.

f(x) が x = a で極値をとるならば, f �(a) = 0

[3] [定理 1の主張の逆] 定理の主張の「逆」は成り立たない. すなわち, f �(a) = 0 で
も f(x) が x = a で極値をとるとは限らない. 反例として, f(x) = x3 は f �(0) = 0

であるが f(0) は極値ではない.

[4] [定理 2] f(x) が微分可能で, f �(a) = 0 であるとき, x = a を境目として f �(x) の符
号がかわるときは, 次のように極値を判定することができる. x = a を内部に含むあ
る区間において

x < a で f �(x) > 0. a < x で f �(x) < 0 ならば f(a) は極大値
x < a で f �(x) < 0. a < x で f �(x) > 0 ならば f(a) は極小値

このことは, 増減表を用いると, 次のように表される.

[5] [例題 1] 関数 y = 4x+3
x2+1 の極値を求めよ.

[解] y� =
�2(x + 2)(2x � 1)

(x2 + 1)2
. ここで, 常に (x2 + 1)2 > 0 であるから,
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0 0

[6] [解説] これまでは, 微分可能な関数の極値について考えてきたが, 関数 f(x) が
x = a で微分可能でない場合にも, f(a) が極値になることがある. たとえば, 関数
f(x) = |x| は x = 0 で微分可能でないが f(0) = 0, x �= 0 のとき f(x) > 0. よって,

「x �= 0 ならば f(x) > f(0)」が成り立つから, f(0) は極小値である.

[7] [例題 2] 関数 y = |x|
�

x + 1 の極値を求めよ.

[解] この関数の定義域は x � �1 である. x > 0 では y� = 3x+2
2
�

x+1
. よって, x > 0 で

は常に y� > 0. �1 � x < 0 のとき, y = �x
�

x + 1 であるから, �1 < x < 0 では
y� = � 3x+2

2
�

x+1
. y� = 0 とすると, x = �2

3 .

........ ........ ........

教科書ではこのあとに, (関数の最大と最小),「関数のグラフ」(曲線の凹凸, 関数のグラフ
の概形)がつづく. 特に, 増減表を使って凹凸まで考慮したグラフを描く例題や問が続く.
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[8] [例題 3] 関数 y = x2

x�1 のグラフをかけ.

[解] この関数の定義域は x �= 1 である. y� = x(x�2)
(x�1)2 , y�� = 2

(x�1)3 . y� = 0 とすると
x = 0, 2. よって y の増減, グラフの凹凸は, 下の表のようになる. lim

x�1+0
f(x) = �,

lim
x�1�0

f(x) = ��から,直線 x = 1はこの曲線の漸近線である. さらに, lim
x��

{f(x)�
(x + 1)} = 0 lim

x���
{f(x) � (x + 1)} = 0 であるから, 直線 y = x + 1 も, この曲線の

漸近線である.

........ ........ ........ ........

4

そののちに,「関数とグラフ」の最後の小節「第 2次導関数と極値」において以下が紹介
される:

[9] [定理 3] x = a を含むある区間で f ��(x) は連続であるとする.

1. f �(a) = 0 かつ f ��(a) < 0 ならば, f(a) は極大値である.

2. f �(a) = 0 かつ f ��(a) > 0 ならば, f(a) は極小値である.

[1. の証明] f ��(x) は連続であるから, x = a の十分近くでは f ��(x) < 0 で, f �(x) は
単調に減少する. f �(a) = 0 であるから
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x < a では f �(x) > 0

x > a では f �(x) < 0

よって, f(a) は極大値である. [終]

2. についても, 同様に示すことができる.

[10] 【注意】f ��(a) = 0 のときは, f(a) が極値である場合も, 極値でない場合もある.

(検定教科書の記述)ここまで

【レポート課題】 以上の検定教科書の記述内容について

(A) 数学的に “ あいまいな ” 点を指摘し, 微分積分学 2の内容を踏まえて, 厳密な記述
に書き換えてみなさい.

(B) 極値全体の議論の流れ (ストーリー性)が理解しずらい点を指摘し, 自分なりに組み
直したストーリーを語ってみなさい (自分が高校生に教えるつもりで, 議論の流れを
作ってみなさい).
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解答例
(A) [記述があいまいな点の指摘とその改良]

(1) [0] の [定理 0]の (たとえば) 1 について, 仮定は「“ 開 ” 区間 (a, b) で f �(x) > 0」で
あるが, 結論は「“ 閉 ” 区間 [a, b] で単調に増加する」となっている. 仮定に x = a

での微分に関する情報は必要ないのだろうか?

(2) [1] [定義] の「x = a を含む十分小さい開区間」という表記における「十分小さい」
という表現が感覚的であり, 数学的ではない.

(3) [2] [定理 1] の証明については何も言及されていない. 自明なのか, さもなければ非自
明, あるいは, 高等学校の範囲を超えるから省略するのか, が読み手にはわからない.

(4) [4] [定理 2] の記述で「x < a で f �(x) > 0, a < x で f �(x) < 0 ならば f(a) は極大
値」という事実の証明が書かれておらず, 増減表によって雰囲気を述べる記述になっ
ている. 自明なのか, さもなければ非自明, あるいは, 高等学校の範囲を超えるから
省略するのか, が読み手にはわからない.

(5) [9] [定理 3] において,

(a) 冒頭の「x = a を含むある区間で」というのが厳密に何を言っているのかが分
からない.

(b) 1の証明における,「f ��(x)は連続であるから, x = aの十分近くでは f ��(x) < 0」
という事実が証明なしに述べられている.

(c) 1 の証明の最後の「よって, f(a) は極大値である」の「よって」もまた「増減
表」を用いた雰囲気の記述にとどまっている.

(6) [10] の【注意】については具体的な例示がない. また, f ��(a) < 0 あるいは f ��(a) > 0

を仮定した [定理 3] の証明と照らし合わせて, その議論がどこでどのように破綻す
るかを明確にしていない. このため, 読者は不得要領に陥る.

以上で指摘した「あいまいな点」に対する (あくまで)一つの数学的な回答を与えてみたい.

(1) a � s < t � b をみたす任意の s, t に対して考えられる閉区間 [s, t] において, 平
均値定理が適用できることを明記すべきであろう. 仮定より, f は [a, b] で連続だから
[s, t] � [a, b] であることから, f は [s, t] で連続である. この時点でもう一度「区間で連続
である」とは, その区間に属する任意の点において連続であること, という定義を再記し
読者の注意を促すのが良いと考えられる. なお, たとえば s = a であるならば, f(x) の
x = s での連続性は, 右側連続性

lim
x�s
x>s

f(x) = f(s)
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のみを考える, という議論の制限を行っていることに注意しなければならない. 同様に,

s = b ならば左側連続性のみを考える:

lim
x�s
x<s

f(x) = f(s)

また, 仮定より f は (a, b) で微分可能だから, (s, t) � (a, b) であることから (s, t) で微分
可能であることが従う. 微分可能性についても, この時点でもう一度「区間で微分可能で
ある」とは, その区間に属する任意の点において微分可能であること, という定義を再記
し読者の注意を促すのが良いと考えられる. 以上の議論を経てはじめて, 閉区間 [s, t] に
おいて平均値定理を適用することができる.

さて, 平均値定理では微分可能性は開区間 (s, t) に属する実数においてのみ要求される.

従って, 微分 f � に関する情報はその証明を見ても分かる通り, (a, b) においてのみ仮定す
れば十分なのである (つまり, 端点 x = a, b での微分に関する情報は不要である. もっと
言えば, 連続性さえあればよく, 微分可能性は不要であることになる).

(注意) この (1) の疑問を学生に投げかけたことがある. すべての学生が概念図 (グラフ)

を描き,そのグラフを用いた「直観的考察」に基づく議論に終始していた. つまり,「f � > 0

ならば単調増加である」ということを直観的に理解しているだけであり, その根本原理と
して「平均値定理」があることを認識できていなかったのである. その一因が, 高等学校
の教科書における「証明を欠いた, 図の併記による解説」にあるとも考えられるであろう.

平均値定理を用いた本当の証明を正しく理解している学生にとっては, (1) の疑問に答え
を与えることは, それほど難しいことではないだろう.

(2) 極大の定義をより厳密に言えば次のようになる: 「少なくとも 1つの正数 � が存在
して

�x � (a � �, a + �) \ {a}, f(x) < f(a)

が成り立つとき, f(x) は x = a で極大であるといい, f(a) を極大値という」なお, このよ
うな正数 � は「存在する」ならば無数に存在する. 何故なら, �0 > 0 が上記の条件をみた
す正数であるならば, 0 < � < �0 を満たす実数はすべて条件を満たすからである.

[解説] 「x = a を含む十分小さい開区間において...」という表現は分かりやすい反面, 数
学的には誤解を生む. 正確には上記のように, 条件を満たすような正数 � がとれる (存在
する)という意味になる.

(3) ([定理 1] の証明) f(x) が x = a で極値をとるとする. このとき, 極値の定義より極
大値をとるか極小値をとるかのいずれかである. たとえば極大値をとる場合を考える (極
小値をとる場合も同様に証明される):

�� > 0 s.t. �x � (a � �, a + �) \ {a}, f(x) < f(a)
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x � (a � �, a) に対して, x � a < 0 かつ f(x) � f(a) < 0 だから,

f(x) � f(a)

x � a
� 0

仮定より f(x) は x = a で微分可能だから, 極限移行すれば

f �(a) = lim
x�a

a��<x<a

f(x) � f(a)

x � a
� 0

一方, x � (a, a + �) に対して, x � a > 0 かつ f(x) � f(a) < 0 だから,

f(x) � f(a)

x � a
� 0

仮定より f(x) は x = a で微分可能だから, 極限移行すれば

f �(a) = lim
x�a

a��<x<a

f(x) � f(a)

x � a
� 0

以上より f �(a) � 0 かつ f �(a) � 0 だから, f �(a) = 0.

[解説] ここに記した証明原理は, この記述の前の時点で「発展」“平均値定理の証明 ” に
おいて紹介されている. しかし, ここで [定理 1] を述べるのであれば, 上記の証明を発展
的内容に入れるべきではないのではないだろうか. そもそも, [定理 1] と平均値定理の証
明が, 同一の原理から示されることは, この文脈から読み取ることは困難であろう.

上記の証明中で「極限移行」を使った. これをイプシロン–デルタ論理式を用いて厳密に
証明しておこう. 主張は次の通りである:

[主張] f(x) と g(x) を R 上で定義された関数とする. a � R とするとき, 極限 lim
x�a
x �=a

f(x)

9 と lim
x�a
x �=a

g(x) が実数値として存在すると仮定する. それらの極限値をそれぞれ �, � とお

く. 任意の x � R に対して不等式 f(x) � g(x) が成り立つならば, � � � が成り立つ.

(証明) � > � と仮定して矛盾を導く. �0 := � � � > 0 とおく. lim
x�a
x �=a

f(x) = � をイプシロ

ン–デルタ論理式で書けば次の通りである:

�� > 0, �� > 0 s.t. 0 < |x � a| < � =� |f(x) � �| < �

また, lim
x�a
x �=a

f(x) = � をイプシロン–デルタ論理式で書けば次の通りである:

�� > 0, �� > 0 s.t. 0 < |x � a| < � =� |g(x) � �| < �
9通常の記号法では, lim

x�a
は暗黙の裡に x �= a であることが仮定される. この科目では, 左右極限その他

の記号法に合わせて, それを明記している.
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これらを � = �0
4 として適用する. その結果, 正数 �1, �2 が存在して次が成り立つ:

�
�

�

0 < |x � a| < �1 =� |f(x) � �| <
�0

4

0 < |x � a| < �2 =� |g(x) � �| <
�0

4

� := min {�1, �2} とおけば, � � �1 かつ � � �2 であることに注意すれば, 次が成り立つ:

0 < |x � a| < � =� |f(x) � �| <
�0

4
かつ |g(x) � �| <

�0

4

特に
0 < |x � a| < � =� g(x) < � +

�0

4
かつ f(x) > � � �0

4

x0 = a + �
2 とおくと, 0 < |x0 � a| < � が成り立つ. よって,

g(x0) < � +
�0

4
かつ f(x0) > � � �0

4
(4.1)

でなければならない.
�
� � �0

4

�
�

�
� +

�0

4

�
= (� � �) � �0

2
= �0 � �0

2
=

�0

2
> 0

だから, 次の不等式を得る:

� +
�0

4
< � � �0

4

従って, (4.1) から g(x0) < f(x0) を得ることになるが, これは仮定に矛盾する.

(4) 次の (5) の証明中に含めてある.

(5) (a), (b), (c) を明確にして定理と証明を書き直してみよう.

[定理 3] 少なくとも 1つの正数 � が存在して, f(x) は開区間 (a � �, a + �) で 2回微分
可能であり, 第 2次導関数 f ��(x) は (a � �, a + �) で連続であるとする. f �(a) = 0 かつ
f ��(a) < 0 ならば, f(a) は極大値である.

[証明] 仮定より, f ��(x) は開区間 (a � �, a + �) でのみその存在が仮定されており, かつ,

x = a で連続だから,

�� > 0, �0 < � < � s.t. |x � a| < � =� |f ��(x) � f ��(a)| < � (4.2)

ここで, � := �f ��(a)
2 とおくと, f ��(a) < 0 だから � > 0 である. よって, (4.2) をこの � に

対して適用することができて,

�� > 0 s.t. |x � a| < � =� |f ��(x) � f ��(a)| < �
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このような � をとる. |f ��(x) � f ��(a)| < � と �� < f ��(x) � f ��(a) < � は同値だから, 特に
f ��(x) � f ��(a) < �. よって,

f ��(x) � f ��(a) < � = �f ��(a)

2

従って,

x � (a � �, a + �) =� f ��(x) <
f ��(a)

2
< 0 (4.3)

さて, x, x� � (a � �, a + �) with x < x� を任意の実数とする. このとき, 閉区間 [x, x�] にお
いて f � に対して平均値定理を使う. なお, f は R で 2回微分可能だから, f � は R で 1回
微分可能だから, 特に f � は (x, a) で微分可能, かつ, [x, a] で連続だから, 平均値定理が適
用可能であることに注意する. こうして,

�� � (x, x�) s.t. f ��(�) =
f �(x�) � f �(x)

x� � x
(4.4)

このような � について, � � (x, x�) � (a � �, a + �) だから, 特に � � (a � �, a + �). よっ
て, (4.3) より f ��(�) < 0. こうして, (4.4) より

f �(x�) � f �(x)

x� � x
= f ��(�) < 0

分母は正だから, これにより f �(x�) < f �(x) を得る. 以上から,

x, x� � (a � �, a + �) with x < x� =� f �(x) > f �(x�) (4.5)

(これは言葉でいえば「f � は (a � �, a + �) で狭義単調減少関数である」と言える). こう
して, �

x � (a � �, a) ならば x < a だから f �(x) > f �(a) = 0

x � (a, a + �) ならば a < x だから f �(x) < f �(a) = 0

x � (a � �, a) を任意の実数とする. このとき, f に対して閉区間 [x, a] で平均値定理を適
用する. f は R で微分可能だから, 特に f は閉区間 [x, a] で連続, かつ, 開区間 (x, a) で
微分可能だから平均値定理は適正に適用可能である. よって,

�� � (x, a) s.t. f �(�) =
f(a) � f(x)

a � x

このような � をとると, � � (x, a) � (a � �, a) だから, f �(�) > 0. よって,

f(a) � f(x)

a � x
= f �(�) > 0

第 1項の分母は正だから, f(a) > f(x). こうして,

x � (a � �, a) =� f(x) < f(a) (4.6)
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以上の議論を x � (a, a + �) を任意の実数として議論すれば, a � x と f � の符号が逆にな
ることに注意すれば, やはり次の結論を得る:

x � (a, a + �) =� f(x) < f(a) (4.7)

(4.6) と (4.7) より

x � (a � �, a + �) \ {a} =� f(x) < f(a)

これは定義より f(a) が極大値であることを意味する.

[解説] 冒頭で述べた f �� の符号に関する「遺伝」の性質は, 定理 3においては極めて本質
的である. そもそも, 極大, 極小という概念は x = a の「近傍」, すなわち, 少なくとも 1

つの正数 � が選べて, 開区間 (a � �, a + �) 上で考える概念である. その判定法を f ��(x) の
「x = a ただ 1点での性質 (f ��(a) の符号)」のみから導こうというのだから, なにか特別な
トリックが隠されているはずである. それが f ��(x) の連続から導かれる「遺伝」という
性質である. このことには多くの生徒が不思議に思う点であり, むしろこれを機会として,

なんとなくの理解にとどまっていた「連続性」という概念の実際の使い方を見せるチャン
スでもある.

※ (4) や (5)-(c) の証明は実は [定理 0] で述べられている. しかし, [定理 2] の記述では
そのことには一切触れられておらず, 増減表によって感覚的にとらえるようになっている.

このため, 大学 1年生のほとんどがグラフのイメージに基づいて [定理 2] を理解している
に過ぎず, 平均値定理が根本原理になっていることに全く気づいていない.

(6) f �(a) = 0 かつ f ��(a) = 0 が成り立つ場合は f(a) が極値であるかどうかの判定はで
きない. その理由を以下の 2つの方向から考察しよう.

(方向性 1) — 証明の技術的理由
f ��(a) = 0 ならば, イプシロン–デルタ論理式において

|f ��(x)| = |f ��(x) � f ��(a)| < �

となる. よって, � にいかなる正数を代入しても, f ��(x) の符号を特定することは不可能で
ある.

(方向性 2) — 具体例による説明
以下に示すように, f �(0) = 0, f ��(0) = 0 であっても, f(0) は極小値, 極大値, そのいずれ
でもないということが起こり得る. つまり,「f �(0) = 0, f ��(0) = 0」であることからは, 極
値の判定は一般にできないことになる:

• [例 1] f(x) = x4 は f �(0) = 0, f ��(0) = 0 であり, f(0) は極小値である.

• [例 2] f(x) = �x4 は f �(0) = 0, f ��(0) = 0 であり, f(0) は極大値である.

• [例 3] f(x) = x3 は f �(0) = 0, f ��(0) = 0 であるが, x = 0 で極値をとらない.
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ここで, [例 1-3] の極値に関する事実を定義に基づいて証明しなさい, という練習問題を与
えると, とても良い論理の勉強になるであろう.

[余談]

以上が, 高等学校の教科書を, 大学微分積分学の知識を用いて厳密化した記述である. もち
ろん, イプシロン–デルタ論理式による連続性の定義は高校生は知る由もない. しかし, 特
に数 IIIの内容を, 雰囲気ではなく「正しく教える」ためには, 数 IIIの微分積分学の単元
で扱われるすべての事実に対して, その証明をイプシロン–デルタ論法で精密に書き下し
ておく, という授業準備が教師側には最低限必要になるだろう. どうやって雰囲気を伝え
るか, ではなく, どうやって厳密な証明に基づいた本物の数学を見せることができるか, が
「数 IIIの教育」であろう. 高校生はどうせ厳密な証明などわからないから, むしろ雰囲気
こそが本質であり, 受験問題が解けるようになりさえすれば, それで十分である, と考えて
本物の数学を教えることから避けて通ることは, 教師側の言い訳に過ぎないであろう. 高
校生にどのように教えるか, という教育方法は度外視したとしても, 少なくとも教える側
の教師は上記のような厳密な証明を「踏まえた説明」をしなければならない. 本当の答え
を知らずに教えていると, いつの間にか説明がテキトーになってしまう, ということだけ
は断言しておこう.

なお, 上記の証明で高校生への説明としてなじまない箇所は唯一, f ��(x) の x = a での
符号情報から (a � �, a + �) 上で f �� の符号情報が遺伝することの証明であり, それを連続
性の定義であるイプシロン–デルタ論理式を出発点としている点のみであろう. これはし
かし, 次のように解説することもできる.

[高校生向けの証明]

証明したいことは
�� > 0 s.t. �x � (a � �, a + �), f ��(x) < 0

これを否定すれば
�� > 0, �x � (a � �, a + �) s.t. f ��(x) � 0

さて, � = 1
j (j � N) とし, それに応じて決まる x を xj とおくと, xj � (a � 1

j , a + 1
j ) より

はさみうち原理から, xj � a. また f ��(xj) � 0 だから, f ��(x) の x = a での連続性から,

f ��(a) = lim
j��

f ��(xj) � 0

となり, 仮定 f ��(a) < 0 に矛盾する.

※ このように説明してもなお, 大学 1年生である皆さんも多かれ少なかれ苦労したであろ
う「否定」については, 高校生はやはり理解に苦労することは大いに予想される. しかし,

これをどのようにして高校生が納得するように説明するか, ということこそが高校教師の
真の腕の見せどころではないだろうか.
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上記の証明で, 「a ± 1
j � a (j � �)」「はさみうち原理」「xj � a (j � �) ならば

lim
j��

f ��(xj) = f ��(a)」という 2つの事実を使った. これらをイプシロン–デルタ論法により,

証明しておこう.

[1] 収束性
[主張]� �
a を実数とする. このとき,

lim
j��

�
a +

1

j

�
= a

� �
(証明) � を任意の正数とする. N = [1� ] + 1 とおく. ただし, 実数 � に対して [�] は, � を
超えない最大の整数とする. ここで, 1

� > 0 だから,

�1

�

�
� [0] = 0

よって, N は自然数であることに注意する. j を N より大きい任意の自然数とする. この
とき,

j > N =
�1

�

�
+1 >

�1

�
� 1

�
+1 =

1

�
だから, ���

�
a +

1

j

�
�a

���=
1

j
< �

以上により,

�� > 0, �N � N s.t. j > N =�
���
�
a +

1

j

�
�a

���

すなわち, 主張が証明された.

[2] はさみうち原理
[主張]� �
数列 {aj} と {bj} は j � � とするとき, 実数 � に収束するとする. 数列 {xj} が不
等式

aj � xj � bj (j � N)

を満たすとする. このとき, xj は j � � のとき � に収束する.� �
(証明) 仮定 lim

j��
aj = �, lim

j��
bj = � から

�
�� > 0, �N � N s.t. j > N =� |aj � �| < �

�� > 0, �N � N s.t. j > N =� |bj � �| < �
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よって, � > 0 を任意の正数とするとき, 次をみたす自然数 N1, N2 が存在する:
�

j > N1 =� |aj � �| < �

j > N2 =� |bj � �| < �

N0 := max{N1, N2}とおく. このとき, N0 � N1 かつ N0 � N2 だから,特に次が成り立つ:

j > N0 =� aj > � � �, bj < � + �

仮定の不等式 aj � xj � bj (j � N) より, j を N0 より大きい自然数とすれば

� � � < xj < � + �

すなわち, |xj � �| < � が成り立つ. 以上により次が証明されたことになる:

�� > 0, �N � N s.t. j > N =� |xj � �| < �

これは lim
j��

xj = � を意味する.

(B) [ストーリー性の改良]

ストーリー性が「見えにくい」箇所を列挙して, それを補ってみたい.

(1) [2] の [定理 1] を紹介する意義が見えにくい. 実際, 教科書の言いたいことは, 今後の
議論では登場することがない [定理 1] を紹介し, “ しかし ” その逆命題は成り立た
ないということを [3] で述べる. ところが, f �(a) = 0 という情報に加えて, x = a を
境目として f �(x) の符号がかわる, という条件を付加すれば, 極大, 極小を判定する
ことができる ([定理 2]), という流れになっている. しかし, [4] [定理 2] の証明では,

平均値定理という原理は述べられず, 増減表の併記による雰囲気の記述にとどまっ
ている.「f � > 0 ならば増加」や 「f � < 0 ならば増加」を直観的イメージとして認
めてしまえば, 極値であることは自明な事実になる. また, [7] の [例題 2] で紹介され
ているような x = a においてのみ微分不可能な場合でも, この事実は成り立つ (下
の [定理 2�]). [例題 2] を紹介するのであれば,

[定理 1] =� ([定理] の逆は偽) =� [定理 2]

というストーリーには無理が感じられる. これが原因であるかどうかは定かではな
いが, [定理 1] の内容が頭に残っている大学 1年生は稀である.

(2) [1] の極大極小の定義においては, 関数に微分可能性は一切仮定されていない. しか
し, その直後の [2] [定理 1] では微分可能性が仮定された議論が展開されている. そ
ののちに, [6] で微分可能でなくても, 極値になることがある, ということが紹介され
ている. 実に混乱を招くストーリー展開になっている.
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(3) [7] までで増減表 (y� のみ)とグラフによって極大, 極小を調べる方法が紹介され, そ
ののちにグラフの凹凸まで考慮して, やはり極大, 極小が議論されている. 凹凸を調
べることにより, グラフをより正確に描くことは出来るが, 極大, 極小であることを
調べるためには関数の増減さえ分かればよく, 第 2次導関数 y�� まで調べる必要はな
い. もちろん, ここで第 2次導関数まで導入したのは, [9] [定理 3] を述べる布石にし
たかったからであろうとも推測される. しかし, y� の情報だけで極大, 極小が分かる,

という認識において [定理 3] を紹介する意味は, 果たしてあるだろうか? 実際, 数学
的には大変重要な考察が含まれる抽象論である [定理 3] は, 多くの高校生にとって
「グラフを描けば自明であり, 無用の長物である」という程度の理解にとどまってい
るように思われる.

以上を踏まえ, 教科書の内容を網羅する「ストーリー立て」を例示してみよう10.

第一部: 具体的な関数に対する極大極小と微分係数を用いた必要条件
[1] 極値の [定義] を記述する. ただし, 極大極小という概念と「微分」の概念はそもそ
も全く独立であるという注意を与える.

[2] 関数 f(x) に連続性しか保証しなければ, 極大, 極小を調べることに関して, わたし
たちは一般には全くの無力であることを説明する. だからこそ,「微分」の助けを借りる
ことになる, というストーリーを強調する. こうした背景により, 極大極小という概念が
「微分」と大きくかかわってくることになる.

※ もう少しいえば, 極値の定義は微分を学ぶ前に紹介するのが本来のストーリーかもし
れない. しかし, それでは実際に極値を見つけたり判定することができないため, 微分を
学んだあとに紹介されることになるのであろう.

[3] 微分可能性を適宜仮定することにより, 次の [定理 2]�が証明されるため, 極大極小で
あることを判定することができるようになる.

[定理 2]�� �
f(x) が x = a を含む開区間 (�, �) 上で連続であり, ただ 1点 x = a を除いて f(x)

は微分可能であるとする. x = a を境目として f �(x) の符号がかわるときは, 次のよう
に極値を判定することができる. x � (�, �) について

x < a で f �(x) > 0. a < x で f �(x) < 0 ならば f(a) は極大値
x < a で f �(x) < 0. a < x で f �(x) > 0 ならば f(a) は極小値� �

(証明) x < a で f �(x) > 0, a < x で f �(x) < 0 とする. x < a のとき, 閉区間 [x, a] で平均
10ここに述べる「ストーリー」はもちろん単なる一例に過ぎない. 教える教師によってそれぞれ異なって
いて良いことであると考える. 高校生が納得できるストーリーを考え説明することが, 教師の本来の腕の見
せどころではないだろうか.
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値定理を適用する. f(x) は (�, �) で連続であり, [x, a] � (�, �) だから, f(x) は [x, a] で
連続である. また, (x, a) � (�, a) だから, f(x) は (x, a) で微分可能である. よって, 平均
値定理の適用は可能である. その結果,

�c � (x, a) s.t. f �(c) =
f(x) � f(a)

x � a

x � a < 0 かつ f �(c) > 0 より f(x) � f(a) < 0. すなわち, f(x) < f(a) を得る. 同じよう
にして, x > a のときも f(x) < f(a) を得る. こうして, f(a) は極大値である. 極小値の
場合も同様に証明できる.

[4] [例題 2] f(x) = |x|
�

x + 1 に対して, f(0) が極小値であることを説明する. ただし,

これが a = 0, (�, �) = (�1, +�) として上記の [定理 2�] の仮定を満たすことの検証は明
記すべきであろう.

1. f(x) = |x|
�

x + 1 は (�1, �) 上で連続である.

(証明) y = |x| と y =
�

x + 1 は (�1, �) 上で連続である. 連続な関数同士の積に
よって定義される関数は連続だから, 証明すべきことが示された.

2. (�1, �) \ {0} で微分可能

(証明) x < 0の場合. f(x) = �x
�

x + 1と表せる. y = �xも y =
�

x + 1も (�1, 1)

で微分可能である (注意: 後者の関数は x = �1 においては微分不可能である). 従っ
て, 微分可能な関数同士の積によって定義される関数は微分可能だから, 証明すべき
ことが示された. x > 0 の場合も同様にして証明される.

(注意) x = 0 において, 左側微分係数は �1
2 であり, 右側微分係数は 1

2 だから, f(x) は
x = 0 で微分可能ではない.

以上と, x � (�2
3 , 0) に対して f �(x) < 0 であり, x � (0, �) に対して f �(x) > 0 であるこ

とから [定理 2�] が適用可能であり, f(0) が極小値であることが証明される.

※ 以上の議論のあとに, 実際にグラフを描いてみることで, f(0) が極小値になっているこ
とを確認するということは意味のあることであろう.

[5] [定理 2]� では, f(x) が x = a で微分可能であることは仮定されていないが, もち
ろん微分可能であることが分かっている場合にも適用される. なお, この場合は必然的に
f �(a) = 0 となることに注意しよう. 実際, まず [定理 2]�により, f(x) が x = a で極値を
とることがわかる. ここで, [定理 1] を紹介する. そして, [定理 1] により f �(a) = 0 が従
う. つまり, 微分可能である場合については f �(a) = 0 は f(x) が x = a で極値をとるこ
との必要条件である. なお, [定理 1] の証明は省略せずにきちんと紹介し, その原理が平均
値定理の証明 (発展的内容) と同じ原理に基づいていることを説明する.
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[6] [例題 1] をまさにこのタイミングで紹介する. 以上により f � の符号を調べて, グラフ
での考察を行うことにより極値が判定できることがある,という議論が完結する. f �(a) = 0

となっていることもまたここで確認する.

第二部: 微分の符号情報に基づいた極値判定法

[7] 次の [問題提起] を提示することから始める:

[問題意識]� �
グラフを描くことが困難な場合に, グラフの概略を描くという手順を踏むことなく, 定
義域内の各点における微分の情報のみから極値を見つけ出す方法はないだろうか?� �

[8] まずは, 関数に 1回微分可能性のみを仮定して議論を進める. 第一部ですでに紹介し
た [定理 1] を思い出し, 残念ながらその逆

「f �(a) = 0 ならば, f(x) は x = a で極値をとる」

が一般に偽であることを反例を挙げて説明する (f(x) = x3, x = 0 など). しかしながら,

[定理 1] の対偶は真であるから

「f �(a) = 0 でないならば, f(x) は x = a で極値をとらない」

は正しいことになる. つまり, 役に立たないと思われた [定理 1] から「極値を取らないこ
との判定法」が得られるのである. 言い換えれば f �(a) = 0 を満たさない x = a は「極値
の候補」から除外してかまわないことになる. これは, 極値の候補を絞るという作業にお
いては大変有効な手段を与える.

[9] 極値の候補をさらに絞って, 実際の極値を見つけ出す方法はないだろうか? このた
め, f(x) が 2回微分可能であって, 第 2次導関数 f ��(x) が連続である場合を考える. ここ
で [定理 3] を紹介する: f �(a) = 0 が成り立つとする. すなわち, もはや極値の候補のみを
議論の対象とするのである. さらに, もし, f ��(a) の符号が「正」または「負」と確定する
ならば, f(a) はそれぞれ極小値, 極大値であると判定できる, ということである.

[10] ここで, [定理 3] の証明に関連して, 重要な注意を与える.

[定理 3] は, f(x) の x = a での 1階微分と 2階微分の符号「のみ」から極大極小を判定
できることを主張する定理である. グラフで直観的に考えれば極値は, 考える点 x = a を
内部に含む区間における関数値の挙動を調べなければ何もわからないはずである. このこ
とを考えれば, [定理 3] は実に驚くべき主張であると言える. 特に, f �� の符号については
x = a を内部に含む区間で「定符号」でなければ凹凸という事実が得られない. それにも
関わらず, 仮定はあくまで f ��(a) での符号のみで議論をしている. このトリックが f ��(x)

の x = aでの連続性という仮定である. このことは注意しておく価値があることであろう.
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ところで, 高等学校の数学 IIIでは, f ��(x) が x = a で連続であることを

lim
x�a

f ��(x) = f ��(a)

が成り立つこととして定義している. この定義から「x = a を内部に含む区間で f ��(x) の
符号が確定する」という事実が導かれることは, 高校生にとっては実に不可解であろう.

これが連続性をイプシロン–デルタ論理式によって定義することによって実にスマート
に解決される. 極限を「限りなく近づく」という直観的表現で定義することは, 教科書の
極限に関する練習問題を解いたり, 入試問題を解いているうちは, 不自由さに気づくこと
はない. その一方で, 教科書に厳然と記述されている [定理 3] およびその証明においては
もはや直観的定義では説明が困難であるという場面に遭遇することになる. この [定理 3]

をきっかけにして, 数学 IIIではどうしても議論に限界があり, 大学でイプシロン–デルタ
論法という定量的な定義を学ぶことになる, という数学 IIIの先にある数学について, 言葉
のレベルでも良いので紹介することは, 動機付けとしては有意義であろうとも考えられる.

[11] [例題 3] の関数について, グラフを描かずに極大値と極小値を見つける演習を行う.

はじめに, f(x) = x2

x�1 が x �= 1 では何回でも微分可能な関数であることに注意する. 実
際, 関数 y = x2 と y = x � 1 は x �= 1 で何回でも微分可能であり, y = x � 1 �= 0 だから
それらの分数として定義される関数 f(x) もまた何回でも微分可能である. 特に f ��(x) は
x �= 0 で微分可能だから連続である. こうして, 定理 3 が x �= 1 で適用できることに注意
する.

1. 方程式 f �(x) = 0 を解く: x = 0, 2

2. 極値を与える x の値は, 0 と 2 であることがわかる. ただし, これらはまだ候補であ
るだけであり, 極値を与えるかどうかは不明である.

3. f ��(0) = �2 < 0 だから f(0) は極大値. f ��(2) = 2 > 0 だから f(2) は極小値である
ことがただちに判明する.

(注意) グラフを描くという手間を経ることなく, 極大値, 極小値をすべて見つけ出すこと
ができたことになる. その上で, 凹凸まで考慮してグラフを描いて, 漸近線などの概念を
習得をすることは十分に意味のあることであろう. 第二部の内容は大学の微分積分学で 2

変数関数に対する議論に自然に拡張され, 大いに威力を発揮することになる. 実際, 2変数
関数の場合は, “ グラフを描いて極値を見つける ” ということはほぼ絶望的に近い. その
意味で第二部は大学数学への布石になっている, という「この単元の先にある数学」を紹
介することも大変有意義であろう.
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[12] 第二部の例として次の練習問題を解く:

[練習問題]� �
関数 f(x) = sin 1

x (x > 0) の極大値と極小値を与える x をすべて求めなさい.� �
(注意) この関数のグラフは「微分積分学 1」で紹介したが, それは x = 0 の近くで無限
回振動する曲線であり, 数学 IIIで通常扱われるグラフに比べるとイメージしにくい. そ
れにも関わらず, 極値は [定理 3] を用いることにより過不足なく正確に求めることができ
る. そのような好例になっている.

(解法) x > 0 において y = 1
x は何回でも微分可能であり, sin t は t � R に対して何回で

も微分可能だから, 合成関数微分法により f(x) は x > 0 で何回でも微分可能である. さ
て, 1次, 2次導関数を計算すると次の通りである:

f �(x) = � 1

x2
cos

1

x

f ��(x) =
2

x3
cos

1

x
� 1

x4
sin

1

x

1. 極値を与える x の候補を見つける.

本文で述べた通り, f �(a) = 0 (a > 0) の解 a が極値を与える候補である.

� 1

a2
cos

1

a
= 0

� 1
a2 < 0 だから, これは cos 1

a = 0 と同値である. 従って, 1
a = �

2 + 2k� (k � Z). よって,

極値を与える x の候補は
1

�
2 + k�

(k � Z)

これ以外の実数は決して極値を与えないので, 除外することができる.

2. 1 で得られた候補から極大値, 極小値を与える x を見つけ出す. ak = 1
�
2 +k� (k � Z) と

おくと, cos ak = 0 だから,

f ��
� 1

ak

�
=

2

x3
cos

1

x

���
x= 1

ak

� 1

x4
sin

1

x

���
x= 1

ak

= �a4
k sin ak

従って, f ��( 1
ak

) の符号は � sin ak の符号と一致する. よって,
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より, b� = 1
�
2 +2�� (� � Z) は f ��(b�) < 0 を満たすので極大値を与え, cm = 1

3
2�+2m�

(m � Z)

は f ��(c�) > 0 を満たすので極小値を与える. こうして,

(答)

�
���

���

[極大値を与える x のすべて] =
� 1

�
2 + 2��

��� � � Z
�

[極大値を与える x のすべて] =
� 1

3
2� + 2m�

��� m � Z
�

[13] 発展的内容
[9], [10] において, たとえば, f ��(a) > 0 という情報から f ��(x) の連続性の助けを借りるこ
とにより, x = a を含むある開区間 (a � �, a + �) が存在して,

f ��(x) > 0 x � (a � �, a + �)

という事実を導くことができることを強調した. しかし実は, この連続性は不要である.

[定理 3] を最もシャープにした次の [定理 3�] を紹介し, 証明をつけておこう.

[定理 3�] (極大 ·極小判定法)� �
a � R とする. 正数 � > 0 が存在して f(x) は開区間 (a � �, a + �) 上で微分可能,

x = a で 2回微分可能で f �(a) = 0, f ��(a) < 0 ならば, f(a) は極大値である.� �
(注意) f ��(a) < 0 の代わりに f ��(a) > 0 を仮定すれば, f(a) は極小値である.

(注意) 2回微分可能性は x = a の一点でしか仮定されていない点が注目に値する. ただ
し, f(x) の x = a での 2回微分可能性を仮定するためには, x = a を含む開区間での 1回
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微分可能性は仮定しなければならない. なぜなら, x = a を含む開区間で f �(x) が定義さ
れなければ, 2回微分

f ��(a) = lim
h�0

f �(a + h) � f �(a)

h

は定義すら, できないからである.

([定理 3�] の証明) f ��(a) < 0 であることを定義に基づいて書き直せば,

f ��(a) = lim
h�0

f �(a + h) � f �(a)

h
< 0

となる. このとき, 次を証明する:

��0 with 0 < �0 < � s.t. 0 < |h| < �0 =� f �(a + h) � f �(a)

h
< 0 (4.8)

背理法で証明する. 上の論理式を否定すれば

��0 with 0 < �0 < �, �h with 0 < |h| < �0 s.t.
f �(a + h) � f �(a)

h
� 0

n0 を 1
n0

< � を満たす自然数とする. このとき, �0 = 1
n (n = n0 + 1, . . .) として上の論理

式を適用し, それに応じて存在する h を hn�n0 とおく. すなわち,

�
��

��

(a) hn �
�
� 1

n
,
1

n

�
\ {0}

(b)
f �(a + hn) � f �(a)

hn
� 0

n = 1, 2, 3, . . .

を満たす (0 を項にもたない)数列 {hn} を得る. このとき, (a) より

� 1

n
< hn <

1

n
(n � N)

だから, はさみうち原理から, lim
n��

hn = 0. また, 不等式 (b) の n � � の極限移行により

lim
n��

f �(a + hn) � f �(a)

hn
� 0

f(x) は x = a で 2回微分可能だから, 上式左辺は f ��(a) に他ならない (関数の極限の数列
による言い換え). 従って, f ��(a) � 0 が従うので矛盾である.

こうして, (4.8) より
�

f �(x) < f �(a) = 0 for x � (a � �0, a)

f �(x) > f �(a) = 0 for x � (a, a + �0)

f(x) は (a � �, a + �) で微分可能だから, (a � �0, a + �0) において連続である. よって, [定
理 2�] により f(a) は極大値である.
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(注意) f ��(a) < 0 という事実から (4.8) を証明することは, 極限のイプシロン–デルタ論
理式による定義を使えば, ずっと簡単に証明することができる (上記は高校生にとって, よ
り理解しやすい記述を試みた). 「連続関数 f : R � R について, f(b) > 0 ならば, ある正
数 � が存在して f(x) > 0 (x � (b � �, b + �)」の証明に倣って, 各自証明をつけてみてほ
しい.

【余談】以上のように, 教科書の紙背に隠された数学本来のストーリーを読み取ったり, 一
からすべて自力で構築することは, 数学の表層的理解や受験問題解法テクニックの理解程
度の勉強では到底困難であろう. 特に教職志望の学生には残り 3年間の大学生活での, 専
門数学の「心からの理解」に基づく継続的な努力を期待する.

5 謝辞
本稿で紹介させていただいた「新しい講義方法の試み」を実践するにあたり, 背中を押し
てくださったのが長岡亮介先生の「歪んでしまった現行教育を正しい方向に戻したい」と
いう熱い思いである. ゼミ学生ともども大変お世話になっている長岡先生に深く感謝の意
を表したい. TECUM 研究会参加を通じて受けてきた刺激にも大きな勇気を与えられた.

さらに,「茗渓三人衆」磯山健太 先生, 新妻翔 先生, 谷田部篤雄 先生による遠隔教育下で
の斬新な試みもまた, 実践への大きなきっかけになり, 重要なヒントを与えてくれた. こ
こに心からの御礼を申し上げたい.
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[3] 長岡 亮介 「君たちは, 数学で何を学ぶべきか」 – オンライン授業の時代にはぐくむ
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山浦義彦著
「高校から大学への飛躍を学生に誘発する自己反省型の

数学のレポートのシステム」
査読結果報告

機関誌委員会付置編集小委員会主査
長岡 亮介

TECUM 編集委員会の下に組織された編集小委員会の主査を勤めた経緯から、
査読者全員から「掲載にふさわしい」との評価を得たので、論文編集委員会の議
論を総括的に報告する。
査読者全員が合意した意見の他に、小委員会委員長から機関誌委員長を介して
依嘱した査読委員からの意見で、特に重要なものは、箇条書的に挙げると以下の
ようである。

• 各大学において 2020 年度に突然，オンライン講義が始まったという状況下
でそれぞれの教員が学生の学習を保証するためのさまざまな取り組みを行っ
て来たが，高校の教員を目指す学生が多い大学の１年生に対する授業におい
て，「数学が分かる」とはどういうことなのかを学生が実感するような取り組
みの報告であり，TECUMの会員にとって，非常に有用な情報が多い。

• 著者は，まず「いかにして通常の対面講義の質を維持できるか」という点だ
けでなく，より反省的に「遠隔講義だからこそできることは何か」と根源に
立ち返る。すると，必然的に「この講義を通して，学生たちにどのような経
験をしてほしいか，いかなる認識をもってほしいか」という，いわば《講義
の目標》を見つめることになり，そこから従来のペーパー試験による評価の
弱点がみえ，それを乗り越える可能性を秘めた評価のシステム「二度にわた
るレポートの提出」という重要な発想に思い至ったようだ。

• 論考にもあるように，このシステムが受講者に「数学は問題を解いてマルを
もらう科目だ」という認識から「自分で考える学問だ」という認識への転換
をもたらした点が注目に値する。

• ペーパー試験，とりわけ単純に正否を判断できる試験は，（著者も逆の文脈
で述べているように）「客観性」に秀でた評価方法のように思われて来たが，
ペーパー試験では，上のような《受講者の認識の転換》はもたらされ得なかっ
たであろうと言わざるを得ない。
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• 著者もあらかじめ「主観が入ることは避けられない」と注意深く述べている
ように，レポートによる評価にはその「客観性」への批判が想定されるが，
それを覚悟してあらかじめ極めて斬新な「採点基準」を学生に提示するとい
う著者の誠実な姿勢が，学生たちに良い意味での緊張感をもたらした可能性
を指摘したい。

• 著者自身も述べているように，この評価システム自体の正当性の判断は即時
的には難しいかも知れないが，この実践は，とりわけ大学での学問に対する
先入観のない 1年生に向けたものとして，疑う余地なく意義深いものである。

• 本論考は，実践，そしてその背景にある思想ともに，TECUMの会員と共有
すべき深い示唆に富んでいる。

• 本書の付録的な位置づけの「レポート課題の一例」も，高校以下の教育に携
わるものにとっても、実に貴重な資料である。

以上を踏まえて、以下に、委員長見解をまとめる。
本論考は、元々の表題「大学における遠隔教育の実践報告」を最初にお送り頂
いた評者が、その内容を読んで、直ちに、「内容の豊さに比してタイトルが著者の
お人柄を反映してのことであろうが、あまりに謙虚、あまりに貧弱なのではない
でしょうか」のような感想をお返しした際、「例えば、」として提案した具体例を
そのまま新タイトルとして採用して頂き、上のようになったという経緯を報告し
なければ、公平を欠くであろう。
評者は、何故、タイトルの変更を著者に提案したのだろか。それは「実践報
告」という字句から連想されがちな、医学などで一般的な平凡な臨床症例報告
clinicalcasestudy のようなものではまったくないからである。むしろ評者な
ら、Galileo Galilei が、誰にも先んじて緊急に発表しようとした、遠く北方のオラ
ンダから伝わって来た情報に元に、自分で試作した望遠鏡という《新発明》によ
る、天上界という別世界における《大発見》、すなわち、完全存在であるはずの月
の表面に地上と同様に存在する高い山と深い谷、土星の周りを周回する４個の衛
星1（土星の月）、肉眼では判別することのできないおびただしい数の星 （々銀河を
構成する恒星群）など驚異の発見を報告する、科学史上もっとも重要な歴史的な
文書 SidereusNuncius 2にたとえられるべき、数学教育の方法に関する《大発
明がもたらした大発見の緊急報告》だからである。
遠隔教育体制ではじめて《発案》された、いわゆる講義後の『課題の提示』→

「レポート提出」 → 『詳しい標準解答／解説の提示』→「レポート再提出」（『』
は教員から、「」は学生から発せられる情報）という４過程からなる、著者の考案

1今日ガリレオ衛星と呼ばれる巨大な衛星
2わが国では、岩波文庫以来『星界の報告』と訳されて来ているが、ラテン語を直訳すれば、英

語なら “Sideral Messenger”、日本語なら『星々からの伝令者』というところであるが、ガリレオ
自身の意図を汲んで英語圏では “Starry Message”などと意訳されている。日本語なら『星々のメッ
セージ』、さらに意訳を許してもらえば『星明りで聞こえる伝令』というところであろう。
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した数学教育の新しい方法は、これまで実現困難と諦められて来た、学生に対す
る現代数学の思想と方法の教育が可能になるという《大発見》へと導いた。評者
自身も同じ学生のいくつもの２重レポートを読んで心が突き動かされた。
一般には、馬鹿げた “二度手間”と映るであろうプロセスを通じて、まさに、吸
気 → 圧縮 → 爆発 → 排気 という４サイクルエンジンにおける、シリンダー内の
ピストンの無駄な重複に見える往復運動に、蒸気機関（外燃期間）にはなかった、
超低速運転から超高速運転までの瞬発的で滑らかに変化する馬力、言い替えれば、
その瞬間的な変化への機動性と広いレンジの持久力を両立させる内燃機関の秘密
があったかのようである。
上に引用した査読者の意見にもあるが、学生の側からの自発的な反応を引き出す
ためのインセンティブである評価の基準を、学生が陥っている「正解か否か」とい
う単純素朴な正解主義を最初に否定して、「主観的な評価である」という無責任な
批判に臆することなく、「いかに自分自身で深く考えたか」を問う、あるいは「自
分が分かっていなかった点を明確化できたかどうか」を問う、という、極めて斬新
で、分かる人から見れば決して主観的ではない、いわば《数学的な共同主観》（哲
学者なら《間主観性》というところである）に基づく評価基準の提示を通じて、つ
い数カ月前まで、高校までに教育にどっぷり浸かっていたはずの、「日本の勉強し
ない大学生」を、現代数学的な思索の必然性へと導くことに成功していることは、
「凄い！」という感嘆の言葉しか思い当たらない。
査読者から、

• 講義のビデオの内容はすべて手書きで iPad に書きながら，説明されている
ようにも読めたので、もう少し説明をして頂きたかった．

• 2 回目のレポートを出す前に，1 回目のレポートを採点結果は伏せたのかど
うか、明確にして欲しいと思った。正解、コメントは、プリントだけで、オ
ンライン講義はしたのかどうかという点も明確にして欲しいと思った。

という意見が出ているように、方法論的な考察へと結晶化させる昇華的な推敲の
余地など、技術的な改良点は残されているであろうが、本論考が、世界の大学レ
ベルの数学教育において、日本から発信するに値する画期的な論考であることは
疑い得ない。
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0 Section 2. ΦϯϥΠϯतۀʹΑΔԸܙ

ʮֶੜͷଆ͔Βͨݟͱ͖ͷΦϯϥΠϯतۀͱ͍͏ඇৗࣄଶ ? ରԠʯ

ຊେֶจཧֶ෦ 4 ෦ઍਘ

1 ͡Ίʹ
ຊߘ, ৽ܕΠϧεͷຮԆʹΑΓٸͳԕִૢ࡞Λ༨ّͳ͘͞Εͨ͜ͷੈͷதʹ͓͍ͯ, ͷॴଐ͢ࢲ
ΔࣨڀݚͷઌੜͰ͋ΔࢁӜٛઌੜ͕, ͜ͷԕִԼʹ͓͍ͯ 1ؒतۀΛ͔ݧܦ͖ͨͯͬߦΒ “ ԕִ
तۀΛ༨ّͳ͘͞Εͨڭһଆͷ࣮ફใࠂ ”ͱͯ͠ߟΛͤدΒΕΔͱ͍͏͜ͱͰ, Ԭ྄հઌੜ͔Β
ʮֶੜଆ͔ΒͷΦϯϥΠϯतۀʹ͍ͭͯͷݟղΛॻ͍ͯΈͳ͍͔ʯͱ͍͏͓Λ͍͖ͨͩ, ࣥචͤ͞
͍ͯͨͩ͘͜ͱͱͨ͠. େֶࡏݱࢲ 4ੜͰ, िʹ 3ͭͷतۀΛड͚͍ͯΔ. ,͜ͷҰؒࢲ ԕִ
ԼͰतۀΛड͚͖ͯͯ, ΦϯϥΠϯत͕ۀͳ͞ΕΔ͜ͱʹΑͬͯ 1લʹ૾ग़དྷͳ͔ͬͨʮح
ʯͱݺΔΑ͏ͳ͜ͱ͕࣮͍ͯ͠ݱΔ. ͞Βʹ, Ӝٛઌੜͷࢁ “ ԕִԼ ”Ͱͷํٛߨ๏ʹ
.͢Δ͔ΓͰ͋Δܟͩͨͩͨ ҰํͰ, ΦϯϥΠϯतۀʹͳ͔ͬͨΒͱ͍ͬͯ, Կ͔͕ྑ͘ͳͬͨ
ͱ͍͏Θ͚Ͱͳ͍त͕͋ۀΔ͜ͱ࣮ࣄͰ͋Δ. Ή͠Ζ͜ͷΑ͏ͳतۀͷํ͕ଟ͍Ͱ͋Ζ͏. ԕִ
तۀΛ༨ّͳ͘͞Εͨ͜ͱʹΑͬͯ, ଟ͘ͷڭһֶ͕ੜʹ͔Βͳ͍, ΓΕͳ͍ۤ࿑Λ͞Εͯܭ
͍Δ͜ͱͰ͋Ζ͏ͱ͍͏ͷॏʑঝͷ্Ͱ͋Δ͕, ͋͘·Ͱֶੜଆ͔Βͷݟղͱ͍͏͜ͱͰ, ͍
ֶͪੜͱͯͨ͜͠͡ײͱΛड़͍ͤͯͨͩ͘͜͞ͱͱ͢Δ.

2 ΦϯϥΠϯतۀʹΑΔԸܙ
લઅͰड़ͨ, ΦϯϥΠϯतۀʹΑ࣮ͬͯͨ͠ݱʮحʯͱ͍͏ͷ, िʹҰߦΘΕΔͪͨࢲͷݚ
,ͷθϛφʔϧʹԬ྄հઌੜࣨڀ ୩ా෦ಞ༤ઌੜΒ͕͝ࢀՃ͍ͩͬͯ͘͞Δ͜ͱͰ͋Δ. ͜ͷθϛ
φʔϧ, ,Ӝٛઌੜࢁ Ԭ྄հઌੜ, ୩ా෦ಞ༤ઌੜ, ,ઌੜͱرຊ༏ࢁ ͏Ұਓຊେֶจཧֶ
෦ͷઌੜʹ͝ࢀՃ͍͍͓ͨͩͯΓ, ൃදऀࢁͪͨࢲӜࣨڀݚͷֶੜ 4ਓͷΈͱ͍͏ͱͯखް͍θ
ϛφʔϧͰ͋Δ. ຖिൃද͠, ઌੜํ͔Βͨ͘͞Μͷ͝ࢦఠΛ͍ͨͩ͘͜ͱʹΑͬͯࣗͷཧղͷઙ
,͖ؾʹ͞ ·ͨ, ࣗͰ͔ͭ͑ߟͳ͔ͬͨΑ͏ͳൃͷώϯτʹͳΔΑ͏ͳ͜ͱΛ༩͑ͯͩ͘͞
Δ. ͦͯ͠, ,Δ͑ߟఠ͍͍ͨͩͨ͜ͱʹ͍ͭͯ͞ΒʹࣗͰࢦ͝ ͱ͍͏܁Γฦ͠Ͱ͋Δ. ͜ͷΑ͏
ͳθϛφʔϧ, ࣗͷ “ ൈ͘ྗ͑ߟ ” ΛҭͯΔ͜ͱʹ͍͕ͯͬܨΔͱ֬৴͍ͯ͠Δ. ͷθϛ͕͜ࢲ
φʔϧΛ, ΦϯϥΠϯतۀʹΑ࣮ͬͯͨ͠ݱʮحʯͱݺͿཧ༝, ͠ର໘Ͱ͋Ε, ͝ଟͷ͓ೋ
ਓͱຖिಉ͡θϛφʔϧʹࢀՃ͢Δ͜ͱෆՄʹ͍͠ͱ͑ߟΔ͔ΒͰ͋Δ. (ಛʹ୩ా෦ಞ༤ઌ
ੜҵݝͷֶߍͰಇ͔Ε͍ͯΔͷͰཧతʹ͍͠ݫ໘͕͋Δ.) ͞ΒʹΦϯϥΠϯͷ༏Ε͍ͯΔ
ͱ͜Ζ, ϨίʔσΟϯάػͰ͋Δ. ,ஏ͔ͣ͠ͳ͕Βࢲ ਓ͕͍ͯ͠Δ༰ΛͦͷͰͯ͢
ᘳʹཧղ͢Δͱ͍͏ྗ͕ਓΑΓ͚͍ܽͯΔͱ͓֮ࣗͯ͠Γ, θϛφʔϧͰ࣭આ໌Λ͞Εʹࡍ࣮
ͯͦͷͰ͙͢ʹཧղͰ͖ͳ͍ͱ͍͏͜ͱগͳ͘ͳ͍. ·ͨ, ޙʹΘΕͨ͜ͱΛϝϞ͖͠Εͣݴ
Ͱ͍ࢥग़ͤͳ͍ͱ͍͏͜ͱ͋͠͠Δ. ͦͷΑ͏ͳΛղܾͯ͘͠Εͨͷ͕ϨίʔσΟϯάػ
Ͱ͋Δ. ͜Ε͋ͱͰԿͰݟฦͤΔͨΊ, ͦͷͰฉ͖औΕͳ͔ͬͨ͜ͱཧղͰ͖ͳ͔ͬͨ
͜ͱ͕͋ͬͯ, શ͘ಉ͡༰Λݟฦ͢͜ͱ͕Ͱ͖Δ. ฦͨ͠ݟͷಈըΛ͋ͱͰΏͬ͘Γͱͦʹࡍ࣮
,༿Λฉ͍ͯཧղͰ͖͍ͯͳ͔͚ͬͨΕͲݴͷࣗ͜ͷ࣌ʮͦͷʹ࣌ ຊ͜ͷΑ͏ͳ༰Λ͑
Α͏ͱͯ͘͠Ε͍ͯͨͷ͔ʯͱ͔ͮ͞ؾΕͨ͜ͱ͋Δ. Ҏ্ͷʹ͓͍ͯ, ͷۀΦϯϥΠϯतࢲ
͋Γ͕ͨΈͱ͍͏ͷΛ͍ͯ͡ײΔ. ,ͳ͚Ε͕ۀͷΑ͏ͳΦϯϥΠϯत͜ࡍ࣮ ,ର໘Ͱࢲ 
Ԭ྄հઌੜ, ୩ా෦ಞ༤ઌੜͱʹ 2 ճ͔͓ͣͭ͠ձ͍ͨ͜͠ͱ͕ͳ͘, ͜͜·ͰؔΘΕΔ͜ͱ
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Section 3. ෦ઍਘ 1

, ͔͢͠Δͱͳ͔ͬͨͷ͔͠Εͳ͍ͱ͜͏ࢥͱ͕͋Δ. ͦ͠͏Ͱ͋Ε, ീ݄ͷ TECUM ݚ
,ͱ͏ࢥͰ͖͍ͯͳ͔͔ͬͨͱݧܦձͰͷൃදڀ ৭ʑͱਓੜ͕มΘ͍ͬͯͨͰ͋Ζ͏. ͦ͏͍͏ҙ
ຯͰ, ΦϯϥΠϯतۀͱ͍͏ରԠࢲʹͱͬͯԸܙΛ༩͑ͯ͘ΕΔͷͰ͋ͬͨ. ͜ͷߟΛྑ͍
,ʹձػ Ԭ྄հઌੜ, ୩ా෦ಞ༤ઌੜʹࠒͷँײΛ͍͑ͤͯͨͩ͘͜͞ͱͱͨ͠.

3 ԕִԼʹ͓͍ͯڭһʹٻΊΔ͜ͱ
·ͣॳΊʹ, Ӝٛઌੜͷࢁ “ ԕִԼ ”Ͱͷ৽͍͠ํٛߨ๏ʹ͍ͭͯ৮Ε͍͖͍ͤͯͨͩͨ͞. Ӝࢁ
ٛઌੜ, ԕִतۀΛ༨ّͳ͘͞Ε͔ͯΒ, “ ԕִͳΒͰͷतۀͰ͖ͳ͍͔ ”ͱ݁ͨ͑ߟՌ, ै
དྷͷ੍ݧࢼΛத͠ࢭϨϙʔτ՝ʹม͑, ͯ͢Ұ͔Β৽͘͠ϓϦϯτΛ࡞͞Εͨ. ՝ 2ஈ
֊ͷఏग़ͱͳ͓ͬͯΓ, ·ͣࣗྗͰղ͍ͨͷΛఏग़. ,ղྫͱࣗͷղΛൺֱͯ͠ʹ࣍ ࣗ
ͷཧղʹ͍ͭͯੳ͢Δͱ͍͏ͷͰ͋Δ. ·ͨ, ,४ͱͯ͠ج࠾ ਖ਼Ͱͳ͘ “ ͲΕ͚ͩ͑ߟ
ൈ͍͔ͨ ” ͳͲ͕͛ڍΒΕ͍ͯΔ. ,͕ͨ͠ݟͨ͠ϓϦϯτΛഈ࡞Ӝٛઌੜ͕ࢁʹࡍ࣮ ͷ
༰ϊϋͰղ͚ΔͷͰͳ͘, ຊʹਂ͑͘ߟͳ͚Εղ͚ͳ͍༰Ͱ͋ͬͨ. ·ͨ, ղྫ
ஸೡ͗͢Δ΄ͲʹஸೡͰ͋ͬͨ. ͜ͷΑ͏ͳϓϦϯτ (100ϖʔδ΄Ͳ͋Δ) Λ࡞͢Δۀ࡞, ૬
ͳؒ࣌ͱମྗΛཁ͢Δͷͩͱ͍͏͜ͱ૾ʹ͘ͳ͍. ͜ͷ 1ؒͰ, ԕִतۀΛ༨ّͳ͘͞
Εͯ, ͜Ε΄Ͳ·ͰʹྗΛ͞Εͨڭһ΄͔ʹ͍ΔͷͰ͋Ζ͏͔? ͱ͑͞͏ࢥ΄ͲͰ͋Δ. ͜ͷत
,๏ํۀ Δؾͷ͋ΔֶੜʹͱͬͯຊʹͨΊʹͳΔतۀͰ͋Δͱ͡ײΔͷͱಉ࣌ʹ, ͜ͷतۀ
Λड͚ͨ (গͳ͘ͱҰ෦ͷ) 1ੜ, લઅͰड़ͨ “ ΦϯϥΠϯतۀʹΑΔԸܙ ” Λ͡ײΒΕͨ
ͷͰͳ͍͔ͱ͏ࢥ. ҰํͰࢲ, θϛφʔϧࣜܗͰͳ͍, ଟ͘ͷେֶੜ͕ड͚ΔΑ͏ͳେਓͷत
,ۀ લظʹ 70ਓఔ, ʹظޙ 30ਓఔͷڭ৬ՊΛͦΕͧΕҰͭͣͭड͚͍ͯͨ. तۀͷํ๏ͱ
ͯ͠, ྆ऀͱํܕͷतۀͰ, ৗʹֶੜԻͱϏσΦ͕Φϑͷঢ়ଶͰઌੜͷΛฉ͘ͱ͍͏
ͷͩͬͨ. ͷํάϧʔϓϫʔΫظޙ 3ճ΄ͲߦΘΕͨ. ͦΕͧΕͷतۀͷ՝, લظͷํ
ຖि͔͋ͬͨͲ͏͔هԱ͕ᐆດͰ͋Δ΄Ͳ͋·Γҹʹͳ͍. Աྗʹ͕͋ΔՄੑ͋هͷࢲ)
Δ) ,ͷํظޙ ຖि༻ҙ͞Εͨ 20ఔͷಈըΛࢹௌ͠, ͦͷಈըͰ༩͑ΒΕͨςʔϚʹ͍ͭͯ
.ఔͰॻ͍ͯఏग़͢Δͱ͍͏ͷͰ͋Δࣈ200 ఏग़͢Ε 5͕Β͑Δ. ͦΕΒͷतۀΛड͚ͯ
ͷ࣮ͳײ, “ ର໘तۀͱͳʹมΘΒͳ͍ ” ͭ·Γ, ର໘ͰٛߨΛड͚, ༩͑ΒΕͨ؆қͳ՝
Λఏग़͢Δ͜ͱͱԿมΘΒͣ, ΦϯϥΠϯͳΒͰͷԿ͔Λ͡ײΔ͜ͱͰ͖ͳ͔ͬͨͱ͍͏͜
ͱͰ͋Δ. ͦΕʹՃ͑ͯ, तࣗۀମʹ͋·Γڵຯ͕༙͔ͣՈͰύιίϯΛ։͍ͯतۀΛड͚Δͦͷ࣌
͕͍ؒͬͨͳ͍ͱͯ͠͡ײ·͍, ຖिͷ՝, ͋͘·Ͱ୯ҐΛͱΔͨΊͷ՝ఏग़ʹա͗ͳ͔ͬ
ͨ. ,ͷ༑ਓͷͰࢲ ִिͰ՝Λग़͚ͩ͢, ྉΛఏࣔ͢Δ͚ͩͰΛऴ͑ͨઌੜ͍ͨͦ͏Ͱࢿ
͋Δ. ͦͷतۀͷֶੜͷਓ͕ଟ͘ͳΕͳΔ΄Ͳڭһͷෛ୲େ͖͘ͳΓ, ͦͷԕִतۀʹରԠ
͢Δ͜ͱ͘͠ͳ͍ͬͯ͘Ͱ͋Ζ͏͕, ͜͜Ͱֶੜͱͯ͠ΦϯϥΠϯतۀʹରͯ͠Ұͭ᩵ͳ͜ͱ
ΛݴΘͤͯΒ͏ͱ͢Ε, ԕִԼͰͷतۀΛ༨ّͳ͘͞Εͨࠓ, һʹڭ “ ΦϯϥΠϯͳΒͰͷ,

ΦϯϥΠϯ͔ͩΒͦ͜Ͱ͖Δतۀ ” Λ͍͖͍ͬͯͨͩͨ. ͦͯ͠, ͦͷतۀΛडֶ͚ͨੜ͕ʮ͜ͷ
तۀΛड͚ͯຊʹྑ͔ͬͨʯͱ͑ࢥΔΑ͏ͳतۀͰ͋Ε, ͦΕ͕ཧతͳतۀͰͳ͍͔ͱ͑ߟ
Δ. ຊઅͷલͰड़ͨࢁӜٛઌੜͷํٛߨ๏, ͦͷतۀΛड͚ͨੜె͔ΒͷײϨϙʔτ1 ʹ
ʮֶͱ͍͏ֶΛຊͷҙຯͰΔ͜ͱ͕ग़དྷͨ, ຊʹྑ͔ͬͨʯ͖͍ͩͨͯ͑ڭʹӜઌੜࢁ
ͱ͋ΔΑ͏ʹ, ΦϯϥΠϯ͔ͩΒͦ͜Ͱ͖ΔतۀΛͳ͞Γ, ͦͯ͠ੜె͔ΒͷධՁΛಘ͍ͯΔतۀͱ
.ΔͷͰͳ͍͔͑ݴ (·ͨ, গͳ͘ͱͦͷΑ͏ͳྗͳ͍ͬͯ͞Δͱ͑ݴΔͰ͋Ζ͏.)

1TECUM 2 ݄߸ p 11 ͷʮ͔ߍߴΒେֶͷඈ༂Λֶੜʹ༠ൃ͢ΔࣗݾলܕͷֶϨϙʔτͷγεςϜʯʹͯͬࡌ
͍Δ.
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2 Section 4. ݁

4 ݁
,ࣗࢲ .Δ෦͕͋Δ͍ͯ͠ँײͱ͍͏ରԠʹۀड़ͨ௨ΓΦϯϥΠϯतʹط Ή͠Ζ, Ͱͷ·ࠓ
ਓੜͷதͰ࠷ӡͳ͜ͱͷͻͱͭͰ͋Δͱ͍ͯͬࢥΔ. ͔͠͠, ଟ͘ͷਓ͕͜ͷΑ͏ʹΦϯϥΠϯ
तۀʹ͋Γ͕ͨΈΛ͍ͯ͡ײΔͱ͑ࢥͳ͍. ྫ͑, ͠৽ܕΠϧεͷྲྀ͕ߦ 1ૣ͔ͬͨͳΒ
, ,ͷॴଐ͕ܾ·͍ͬͯΔ͚ͩͷঢ়ଶͰࣨڀݚӜࢁͩ·ࢲ େֶֶ (ຊͷҙຯͰ) ΄ͱΜ
Ͳษͨ͜͠ڧͱ͕ͳ͘, ΈΛૹ͍ͬͯΔͱ͜ΖͰٳΔͷ͔ͱͯෆ҆ͳय़͚͍͍ͯͭʹڧͷษࣨڀݚ
͋ͬͨ. ,Ͳ͋ͬͨΘ͚Ͱͳ͘΄ࠓੑӜٛઌੜͱͷؔࢁ Ԭ྄հઌੜͷ͜ͱ͝ଘͳ͔ͬ
ͨ. ͞Βʹ, ଔ͢ۀΔͨΊʹඞཁͳ୯Ґ·ͩ·ͩΓͳ͔ͬͨͨΊ 1िؒʹड͚ͳ͚ΕͳΒͳ
͍तۀଟ͔ͬͨ. ͜Μͳঢ়ଶͰ 1ؒΦϯϥΠϯतۀͱͳͬͯ, ͞Βʹͦͷतָ͕͘͠ۀͳ͍
ͷͰ͋Ε, ʹΈ͍ͨࠓ “ ΦϯϥΠϯतۀͷԸܙ ” ͳͲͱ͍ͯͬݴΒΕͳ͍ͷͰͱ૾͕ͭ͘.

ΦϯϥΠϯतۀͱͳͬͨλΠϛϯάʹ, ͨͩͨͩӡ͕ྑ͔ͬͨͱ͏ࢥ͔ΓͰ͋Δ. ͦ͏͍͏ҙຯ
,Ίͯࠐ ΦϯϥΠϯतۀʹෆຬ͕͋Δਓଟ͍ͱ͑ߟΔͷ͕ͩ, େͳͷ, ΦϯϥΠϯतۀΛड͚ͯ
ֶ͖ͨੜ͔ΒʮࠓΦϯϥΠϯतۀͰͭ·Βͳ͔ͬͨʯͰͳ͘, ʮΉ͠ΖΦϯϥΠϯतۀͰຊ
ʹྑ͔ͬͨʯͱ͍͏ݴ༿ΛҾ͖ग़ͨ͢Ίʹ, һڭ “ ΦϯϥΠϯͰ͔͠Ͱ͖ͳ͍तۀ ” ΛٻΊͯԿ
͔͠ΒͷྗΛ͢Δ͜ͱͰͳ͍͔, ͱ͍͏ͷ͕ࢲͷҙݟͰ͋Δ. ,͏Ұड़Δ͕ʹޙ࠷ ຊߘ
͋͘·Ͱֶੜଆͷݟղͱͯ͠ڭһʹ͚ͯগ᩵͠ͳཉٻΛड़͍͍ͤͯͨͩͨ͞ͷͰ͋Δ.

ँࣙ

ຊߘͰड़ͨΦϯϥΠϯतۀͷԸܙͱݺΔθϛφʔϧ, Ԭ྄հઌੜͱࢁӜٛઌੜͷ৴པ
.ͷԼʹΓཱ͍ͬͯΔͷͩͱཧղ͍ͯ͠Δؔ ͜ͷΑ͏ͳڥΛ͖͍ͩͨͯͬ࡞, ·͓͍ͨ͠
த, िʹҰͪͨࢲͷͨΊʹؒ࣌Λׂ͍ͯ͘Ε͍ͯΔԬ྄հઌੜ, ,Ӝٛઌੜࢁ ୩ా෦ಞ༤ઌੜΛ
͡Ίͱ͢Δ, ͜ͷθϛφʔϧʹ͝ࢀՃͩ͘͞Δઌੜํʹ৺ΑΓँײਃ্͍͛ͨ͠.
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矢部千尋著
「学生の側から見たときのオンライン授業という非常事態？対応」について
日本では、「オンライン授業では生徒に気の毒である」という教育評論家、教育関係者が少なく
ないが、小学校から、中学、高校、そして大学と学習者の年齢と学習内容のレベルが上がるほど、
重要な点が、単なる基礎知識、基本技術を習得すること自身から、《いかにして基礎知識を習得す
るか》を学ぶこと to learn how to learn へと移行することに注意する人は残念ながら少ない。知
育偏重を「嘆く」声は大きいが、知育にさえ成功していない日本の学校教育の現状は、国際的にみ
ると、特に西側の先進国には「極東の不可思議な島国の神秘」である。
本論考は、日本大学文理学部数学科の山浦義彦教授の下で関数解析を基礎から学ぶ筆者が、多感
な女子学生らしい初々しさで、大学で実際に実施されたオンライン授業に対する率直な感想を、大
胆な疑問提起を交え述べたものである。
評者のように過去の話となっていても、一般の大学教員にはさぞかし「耳に痛い」ところであろ
うと思う厳しい指摘が随所にある。
硬直した制度の持つ必然的な欠点とそれを克服するための日常的な努力の成果の違いが、これほ
ど決定的に差を拡大して現れるのが「非常事態の特徴」なのであろうか。まさに政治家の聰明さの
違いが決定的に出ている世界の Covid-19 禍中であるだけに、大学の教員の質の違いというだけで
は済まない、深刻な問題提起を含む。
「このような生意気な発言」をエンカレッジする教育は、かつてのわが国では、「怠慢な学生を
育成する甘やかしである」と批判される傾向がなかったとはいえない。それが実際は、社会的偏
見、社会的差別を正当化する「論理」とパラレルなものに過ぎなかったことも本論考は示唆してく
れる。
いわゆる謝辞の部分を全部削除して、全大学教員に読ませたいとつくづくに思う。

PH7
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コロナ禍における中高の現場での「評価」に関する報告

2020年 3月の突然の一斉休校要請，そして 4月に発出された緊急事態
宣言。学校現場では，さまざまな問題が噴出しました。中でも，とり
わけ遠隔授業体制が長引いた学校で最も苦慮されたであろう問題のひ
とつが

平時のように，教室でのペーパー試験ができない中で，
どのように評価・評定をおこなうか

ではないでしょうか。
そこで今回，3名の中高の現場の先生方に，このコロナ禍でいかなる
授業をおこなったか，そして評価・評定をどのようにおこなったかを，
その反省や考察と合わせて報告していただきました。
こうした状況だからこそ，そもそも評価とは何か，いかなる目的で，い
かなる方法でおこなうものなのか，と根本に立ち返って考察する機会
にできれば幸いです。

機関誌委員会　松並奏史
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街を彩る曲線
平尾 淳一

概要
街中の建造物にみる曲線を分析した．構造に関わらない装飾的なものに曲線が用いられることが増えた
ように感じられる．

■建物の形 以前の研究会（第 2 回研究会 2018 年 5 月 13 日）では主として自然の地形に見られる曲線をと
りあげた（� 「風景の中の指数関数」）．今回は人工的な建造物に曲線を探してみたい．図 1 は有名なコロッ
セオの写真である．正式名称はフィラウィウス円形闘技場というそうであるが，円形ではなく誰もが想像する
ように楕円形になっている．図中の赤い曲線は適当なパラメタをもちいて描いた楕円である．
図 2 は以前にも取り上げた横浜ランドマークタワーである．この建物の指数関数的な形が力学的な考察か
ら導かれたものであることはそこで示されたとおりである．

図 1 コロッセオ

x

y
O

図 2 横浜ランドマークタワー

■装飾的な建物 これに対して近年曲線を大胆に取り入れた装飾が用いられた建物が目立つようになって来て
いる．以前に紹介した図 3 の建物は波動をイメージさせる．位置 x，時刻 t における変位 y(x, t) が

y(x, t) = cos 2�(ft + x/�) (1)

と表されるとき波動は �x 方向に進行する（波長 �，振動数 f）．
図 3 において建物の上から下向きに x 軸，水平方向に t 軸をとれば，時間 t とともに波動が進行する様子
をこの建物の形状から感じることができるだろう．しかしよく見ると最上部の稜線は直線的になっている．最
上部を x = 0 とすれば式 (1) より y(0, t) = cos 2�ft となるから，この建物の壁面を表す式は

y(x, t) = cos 2�(ft + x/�) � cos 2�ft (2)

となる．
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図 3 V88 ビルディング（銀座 2 丁目）

x

y

t = 0t = 5T

図 4 進行波のイメージ

図 5 ヒューリック銀座数寄屋橋ビル（銀座 4 丁目） 図 6 NISSAN CROSSING（銀座 5 丁目）
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図 5 のビルの表面にも三角関数らしき曲線の装飾が施されているが，数学的な関係ははっきりしない．そ
れに対して図 6 の方は比較的わかりやすい．白い壁面の部分が 3 層にわかれている．上から見ていこう．こ
の部分は指数関数 y = exp(±x) のグラフを x 軸方向に n(= 0, 1, 2, · · · ) だけ平行移動した曲線群

y = exp {±(x � n)} (3)

で表されるようにみえる（図 7）．下 2 層はいずれも三角関数のグラフを同様に平行移動して重ね合わせて再
現できる（図 8）．

図 7 指数関数 図 8 三角関数

最後の例は図 9 である．下部は平面的であるが，上部にいくにつれて凹凸が現れる．そのパターンは単純
な三角関数でないことは最上部の稜線を見れば明らかである．これはなかなか手強い．実際にどのように設計
されたのかはわからないが，ここで思いつくのはソリトンである．
非線形効果と分散をもつ波動の方程式に kdV 方程式

�u

�t
+ u

�u

�x
+ µ

�3u

�x3
= 0 (4)

がある．kdV 方程式の数値解としてザブスキーとクルスカルのものが知られる．時刻 t = 0 における波
（u = cos �x）が時間の経過とともにその波形に歪みを生じ，時刻 t = 1/�(= TB) には x = 0.5 付近に幅の
狭い振動が現れる．さらに時間が経過すると，これらの振動が成長し，それぞれ異なる速度で伝播する．時刻
t = 3.6TB にはこれらがほぼ等間隔に並んでいることが確認できる．この様子を示したものが図 10 である．
ここで時間軸を図 9 の高さ方向に見立てると共通したものが感じられるだろう．
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図 9 ロロ・ピアーナ（銀座 3 丁目） 図 10 ザブスキーとクルスカルの数値解
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変換 (x + y, xy) の基本的な大域的考察
松並 奏史

変換 (x + y, xy)は解析幾何の定番の題材としてよく取り上げられる。しかし，
高校数学で扱われる他の種々の変換とはその性質が大きく異なっており，それ
が平面にどのように働いているかが掴みにくい。そこで本稿では，この変換が，
平面に対して大まかにどのように働くか，すなわちその大域的な振る舞いを考
察し，最後に直線がどのような図形に移されるかを一般的にまとめてみたい。

1 高校数学の変換各種
!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!

座標平面上の点 (x, y)が x2 + y2 � 1を満たしながら動くとき，点 (x + y, xy)が
存在する範囲を求めよ。

この問題は，ほとんどの参考書に掲載される解析幾何の定番の問題として扱われている。
教科書では，そもそもこうした

�
�

�
X = f(x, y)

Y = g(x, y)

という座標平面上のすべての点を移すような見方，いわば xy平面からXY 平面への変換
としての見方が明確に打ち出されることはほとんどないが

• 「曲線の平行移動」として《平行移動》

• 「ある直線に関して対称な点を求める」として《対称移動》

• 「定点と図形上の点を結ぶ線分の分点の軌跡」として《相似変換》

• 複素数平面での積の図表示の応用として《回転》

が取り上げられている 1。
しかし，これら教科書で取り上げられている基本的な変換と，上の問題で論じられてい
る変換が決定的に異なるのは，x, yについて一意に解くことができないこと，すなわち逆

1複素数平面では，「研究」などのような形で《反転》まで取り上げられることもある。
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変換が存在しない点にある。したがって，「定点と図形上の点を結ぶ線分の分点の軌跡」を
求めるときなどのように

1. x, yについて解く

2. もとの図形の方程式に代入する

のような単純な方法 2で解くことができず，一般には次のように解くことになる。
!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!

X = x + y, Y = xy とおく。このとき，これらをともに満たす x, yが実数の範囲
で存在するためのX,Y に関する条件は，tに関する 2次方程式

t2 � Xt + Y = 0

が実数解をもつ条件と同値であるから

X2 � 4Y � 0 · · · · · · (1)

である。また，x, yに関する条件 x2 + y2 � 1は x2 + y2 = (x + y)2 � 2xyより，
X,Y に関する条件

X2 � 2Y � 1 · · · · · · (2)

と書き換えられる。したがって，求める領域は (1), (2)の共通部分である。

O

Y

X

このような解法は「定点と図形上の点を結ぶ線分の分点の軌跡」を求めるときなどの逆
変換を利用した解法と違い，変換後の点 (X0, Y0)が変換前はどのような点であったかが明

2長岡先生のご著書で明快に語り尽くされているため，ここでそれを繰り返すのは気が引けるが，自分の理
解が正確かを確認するためにも，その解法を支える論理について触れておく。もとの図形を C とすると，求
めるのは

�x, y � R ((x, y) � C � X = f(x, y) � Y = g(x, y))

という X, Y についての条件と同値な，X, Y に関する方程式である。したがって

X = f(x, y) � Y = g(x, y) �� x = h(X, Y ) � y = i(X, Y )

となる h(X, Y ), i(X, Y )を求めることができれば，C を表す方程式に代入するだけでよいことになる。
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らかでない。つまり，この変換が xy平面に対してどのように作用しているのかが掴みに
くいのである。
そこでこの変換の大まかな振る舞いに関する特徴を明らかにしてみたい。
以下，xy平面上の点 (x, y)をXY 平面上の点 (x + y, xy)へと移す変換を F (x, y)と書
くことにする。

2 不動点・対称性
まず，変換 F により動かない点，すなわち不動点を考えてみる。これは

�
�

�
x = x + y

y = xy

を満たす (x, y)であるから，原点 (0, 0)と x軸上のすべての点 (a, 0)が不動点である。
また，式の形から，直線 y = xに関して対称な点は同一の点に移ることもわかる。
したがって，x軸上のすべての点が不動点であるとはいえ，変換 F により点 (a, 0)へと
移る点は点 (a, 0)以外にも点 (0, a)があるとわかる。
色の区別ができずわかりにくいかも知れないが，いくつかの点をプロットして変換の様
子を以下の図に表してみる。

O

y

x
F��

O

Y

X

3 軸や境界線の逆像
不動点や対称性といった変換の基本的な性質に続けて，大域的な性質に関する考察を進
めてみる。
不動点と対称性の考察により，変換後のX軸は，もとの x軸と y軸を縮尺を変えずに重
ねたものと考えられる。つまり，XY 平面上の点 (a, 0)は，xy平面上の点 (a, 0)と (0, a)

の移る点である。一般に，変換後のXY 平面における図形 C に対して，その図形 C へと
移る変換前の xy平面上の図形C �を逆像という 3。この言葉を使えば，XY 平面上におけ
るX 軸の逆像は，xy平面の x軸と y軸ということになる。

3正確に書くと，次のようになる。

(x, y) � C� �� � X, Y � R ((X, Y ) � C � X = x + y � Y = xy)
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また，最初の問題に対する解答で見たように，XY 平面においては

X2 � 4Y � 0

を満たす点でないと，その逆像がxy平面上に存在しない。そこで，この境界線X2�4Y = 0

の逆像を考えてみる。境界線を lとし，その逆像をF�1(l)とかくと，点 (x, y)が図形F�1(l)

上にあるための条件は点 (x + y, xy)が l上にあることであるから

(x + y)2 � 4xy = 0 �� (x � y)2 = 0 �� x � y = 0

より，逆像 F�1(l)は直線 x � y = 0であることがわかる。
次に，Y 軸の逆像を求める。Y 軸はX = 0と表されるから，求める逆像は直線 x+y = 0

であることがわかる。同様に Y 軸に平行な直線 Y = aの逆像が直線 x + y = aとなるこ
ともわかる。
以上から，おおむね次のような変換の様子が見て取れる。

O

y

x
F��

O

Y

X

図を見ると，変換F は，xy平面を，直線 y = xを軸にしてまず折り畳み，直線 x+y = 0

が Y 軸に重なり，かつ x軸の x � 0の部分（つまりこれは y軸の y � 0の部分でもあり）
と y軸の y � 0の部分（先と同じ状況）がX軸に重なるような形で，折り目の直線 y = x

の両端をグイと上げてこれを放物線X2 � 4Y = 0に重なるようにする変換であることが
まずわかる。

4 直線の移る図形
先の考察で見たように，変換 F では，直線 y = xが放物線X2 � 4Y = 0に移るため，
直線 x + y = aが Y 軸に平行な直線に移るように，直線が直線に移ることは例外的な現象
で，一般に直線という形状を保たない。では，一般に直線はどのような図形に移るのだろ
うか。まず境界線となる直線 y = xに平行な直線がどのような図形に移るかを考える。
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前節の最後に述べた変換 F の全体的な様子から，曲線X2 � 4Y = 0と同じく頂点を Y

軸にもつような放物線に移ると予想できる。実際，直線 y = x + a，すなわち x � y = aは

(x � y)2 = a2 �� (x + y)2 � 4xy = a2 �� X2 � 4Y = a2

であるから，放物線X2 � 4Y = a2に移る 4。

O

y

x
F��

O

Y

X

図を書いてみると，もともと等間隔であった直線群において直線 y = xから離れるほど，
変換後に境界線X2 � 4Y = 0からより遠い放物線に移されていることが読み取れる 5。
次に，x軸に平行な直線 y = aがどのような図形に移るかを考える。点 (x, y)が直線

y = a上を動くとき，変換後の点 (X, Y )は
�
�

�
X = x + a

Y = ax

と表され，直線 Y = aX � a2上全体を動くことがわかる。

O

y

x
F��

O

Y

X

変換後の直線 Y = aX � a2は境界線X2 � 4Y = 0と接していることが見て取れ，実際，
これらの式を連立することで一般に点 (2a, a2)を接点とすることがわかる。さらに，境界
線X2 � 4Y = 0上の任意の点 (a, 1

4a2)における接線について，それが Y = a
2X � a2

4 と表
されることから，その逆像として直線 x = a

2（と y = a
2）が得られることがわかる。すな

4「式の両辺を 2乗する」変形をしたが，この方法については後に少し詳しく触れる。
5この変換のヤコビアンが

�����
1 1

y x

����� = x � y となることから，直線 y = x から遠いほど平面が引き延ば

されることがわかる。
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わち，x軸に平行な直線群の変換後の直線群は，境界線X2 � 4Y 2 = 0の包絡線となるこ
とがわかる。
さらに，変換前後で交点の様子が異なっている点にも着目したい。例えば，xy平面で
は対称軸 y = xと x軸に平行な直線 y = aは単に交わっていただけだが，XY 平面ではそ
れらの変換後の図形は接している。では，他に xy平面で対称軸 y = xと交わる直線はど
のような図形に移るのだろうか？
そこで例えば直線 2x � y � 2 = 0の変換後の図形を求めてみたい。しかし，これまでの
ように変換前の図形の方程式 f(x, y) = 0において，f(x, y)が x, yに関する対称式になっ
ていないため，「対称式を基本対称式で表す」というような式変形ができず，変換後の図
形を求めることが困難に思える。そこでこの変換が直線 y = xに関して対称な図形は同一
の図形に移すという点に着目すると，図形 f(x, y) = 0が移る図形は，これと直線 y = x

に関して対称な図形 f(y, x) = 0が移る図形と同一であることがわかる。したがって

f(x, y) = 0 � f(y, x) = 0 �� f(x, y)f(y, x) = 0

より，対称式で定義される図形 f(x, y)f(y, x) = 0の移る図形もまたこれと同一であるた
め，この対称的な図形を考察すればよいことになる（ちなみにこれは先ほど直線 y = x+ a

の移る図形を考察する際に取った方法でもある）。よって，直線 2x � y � 2 = 0の変換後
の図形が

(2x � y � 2)(2y � x � 2) = 0 �� �2X2 � 2X + 9Y + 4 = 0

より，放物線�2X2 � 2X + 9Y + 4 = 0となることがわかる。

O

y

x
F��

O

Y

X

この場合にも，変換前には交わる 2直線だったものが，変換後には接する 2つの放物線
になっている。このことは一般に，対称軸 y = xとの交点，すなわち 0次接触（1点接触）
していた点が，変換 F の「y = xで折り返す」作用により接触の次数が 1次へと高次化（2

点接触）し，接点になったと考えられそうである。この数学的には精密性を欠いた主張に
ついて丁寧な議論が必要だが，私自身が深く考察できていないので，今後の課題としたい。
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本節の最後に，一般の直線 ax + by + c = 0の移る図形についてまとめておく。単なる
式の計算により

(ax + by + c)(ay + bx + c) = 0 �� abX2 + (a + b)cX + (a � b)2Y + c2 = 0

となることがわかる。したがって

1. a = 0または b = 0の場合は，（軸に平行でない）直線に

2. a = bの場合は，Y 軸に平行な直線に

3. それ以外の場合は，Y 軸に平行な直線を対称軸とする放物線に

それぞれ移るとまとめることができる。

5 最後に
本稿では，対称性に着目しつつ，変換 F の大域的な性質，とりわけ《直線をどのような
図形に移すか》を概観してきた。その考察のなかで，対称軸である直線 y = xとの交点が，
変換後には境界線X2 � 4Y = 0との接点に変わることがわかり，いわば《接触》という
局所的な性質に関する問題も浮上した。前節では直線に関してそれらの交点が接点に変わ
る様子を見たが，例えば放物線 y = x2 � 2についても下図のように，対称軸 y = xとの交
点が接点に変わる 6。

O

F��

さらには，もとの図形が直線 y = xに接するような場合はどうなるのだろうか。こうし
た問題に関するより精密な考察を今後の課題としたい。

6ちなみにこの変換後の図形は 3次曲線 �x3 � 2x2 + y2 + 3xy + 5y + 2x + 4 = 0である。
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松並奏史著「変換 (x + y, xy) の基本的な大域的考察」について
平面上の変換 (x, y) �� (x + y, xy) はいまや日本の高校数学の関係者の間ではあまりに有名な
話題であるが、これを理論的に理解してる人は必ずしも多くはない。その証拠は、これを扱って
いる多くの参考書、実戦問題集の記述を見れば明らかである。実際、その多くが、「点 (x + y, xy)

が、R := {(x.y) � E2|x2 � 4y � 0} 内にある」という条件を「忘れずに一言付け足す」ことの「大
切さを強調」する、という《基本的な論理矛盾》にさえ気づいていないことをすぐに見出すであろ
う。（いうまでもなく、ここで E2 は 2次元のユークリッド的平面を表す。）
本論考は、この変換に関する問題とその規範的な解答を示す、という巷間流布する「模範回答」

「実戦演習指導」とは一線を画し、むしろその正反対に、高校数学におけるこの有名な変換が学習
者のみならず教育関係者の間に誤解を普及させて来た根拠に迫り、学習指導要領からの乖離や逆
変換の不在を指摘するとともに、逆変換のない場合にこそ意味を持つ逆像（原像）の概念に向かっ
て、伝統的な「解答のテクニック」に依らないこの問題への新しいアプローチとして、不動点、線
対称性から出発して、この線対称性の対称軸である直線（y = x ）の変換先が、変換の像（変換の
値域）の境界線として登場すること、他の一般の図形 C とこの直線 y = xとが、共有点を持つな
らば、C の像は、変換の値域の境界線と必然的に 1次接触（2点接触）するという発見的考察へと
導いている。変換の大域的、基本的振る舞いを仔細かつ詳細に検討・調査する、という、数学を含
め研究的世界ではもっとも標準的な方法が、このような平凡な話題でも極めて有効であることを示
している。
また、対称軸に関して対称な 2点が同一点に移されるという性質を利用すると、基本対称式では
表現できない一般の多項式関数1 f(x, y) = 0 が表す図形 F に対しても、対称移動した図形が方程
式 f(y, x) = 0 で表されることを利用して、対称な多項式である f(x, y) � f(y, x) = 0 が表す図形
に帰着する方法など、数学的に《華麗な技》も本論考の魅せどころの一つである。と同時に、「受
験数学」という世界ともそれなりに長くつき合って来た評者のようなものは、「新パターンの難問
の裏技」として登場しないかという杞憂も持つ。
なお、些細なことながら、1次接触（2点接触）が起こることは、筆者がここで敢えて否定して
いる《局所的な考察》から容易に明らかにできると評者は思うが、それはさておき、得がたく、か
つ、示唆に富んだ論考である。

PH7

1当然有理式関数でも良い。
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ɹɹ

ʮ3ํ࣍ఔࣜʯͱʮ4ํ࣍ఔࣜʯͷϦκϧϕϯτʹΑΔղ๏ͷҧ͍

ᣕᕡֶԂதֶߴߍֶߍ ୩ా෦ಞ༤

ϥάϥϯδϡ͕ʮํఔࣜͷతղ๏ʹ͍ͭͯͷলʢReflexions sur resolution algebrique des

Equationsʣʯʢ1770߸ͱ 1771߸Ͱ 2ͭͷ߸ʹ͚ͯൃදʣͱ͍͏จͷதͰɼ͔͍࣌ͬͯͨ

ఔࣜʹؔ͢Δ༷ʑͳղ๏Λۛຯ͢Δ͜ͱͰɼʮϦκϧϕϯτํ࣍ఔࣜɼ4ํ࣍3 (ղࣜ)ͱؐํݩఔࣜʯ

ͱ͍͏ҰൠతͳݪཧΛݟग़͠ɼ3ํ࣍ఔࣜͱ Λڌఔ͕ࣜతʹղ͚Δ͜ͱͷΞɾϓϦΦϦͳࠜํ࣍4

ࣔͨ͠ɽ͔͠͠ͳ͕Βɼʮ3ํ࣍ఔࣜʹ͓͚ΔϦκϧϕϯτʹΑΔղ๏ʯͱʮ4ํ࣍ఔࣜʹ͓͚ΔϦκϧ

ϕϯτʹΑΔղ๏ʯʹɼ͔ࢲΒΈΔͱʮେ͖ͳҧ͍ʯ͕͋ΓɼϥάϥϯδϡࣗจͷதͰɼͦͷ

͜ͱʹ৮Ε͍ͯͳ͍ɽຊߘͰɼ͜ͷҧ͍ʹ͍ͭͯ͢ٴݴΔɽ

1 ఔࣜʹ͓͚ΔϦκϧϕϯτͷղ๏ํ࣍3

ϥάϥϯδϡ͕จΛஞޠతʹ༁͓͍ͯͬͯ͘͜͠ͱେมͳۤ࿑ͳͷͰɼ·ͣɼ൴ͷΞΠσΞΛݱత

ͳදݱΛ༻͍ͯཧ͢Δ͜ͱʹ͢Δɽ

1.1 ఔࣜʹ͓͚ΔϦκϧϕϯτͷղ๏ํ࣍3

ఔࣜํ࣍3
x3 + ax2 + bx + c = 0

ͷղΛ x1ɼx2ɼx3 ͱ͢Δɽղͱͷ͔ؔΒɼ

�
��

��

x1 + x2 + x3 = �a

x1x2 + x2x3 + x3x1 = b

x1x2x3 = �c

ΛಘΔɽ͜͜Ͱɼʮx1ɼx2ɼx3ʯͷͦΕͧΕʹʮ1ͷ 3ࠜͰ͋Δ 1ɼ�ɼ�2ʯΛ͚Ճ͑ͨ࣍ͷࣜΛ͑ߟΔɽ

R = x1 + �x2 + �2x3

͜ͷ Rʹ x1ɼx2ɼx3 ͷͯ͢ͷஔ ܭ) ΈΔͱɼͯ͠ࢪΛ(ݸ6

x1 + �x2 + �2x3

x3 + �x1 + �2x2 = �(x1 + �x2 + �2x3)

x2 + �x3 + �2x1 = �2(x1 + �x2 + �2x3)

x1 + �x3 + �2x2

x2 + �x1 + �2x3 = �(x1 + �x3 + �2x2)

x3 + �x2 + �2x1 = �2(x1 + �x3 + �2x2)

1
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ͱͳΔɽ͜ͷ݁ՌɼR Αͬͯʹͷஔݸ6 6छྨͷΛͱΔ͜ͱ͕͔Δ͕ɼΑ͘ΈΔͱɼ্ͷͭࡾͷͱ

ԼͷͭࡾͷͦΕͧΕɼ� ഒɼ�2 ഒͷҧ͍ʹ͗͢ͳ͍ɽ͕ͨͬͯ͠ɼ্ͷͭࡾͷࣜͱɼԼͷͭࡾͷࣜΛͦ

ΕͧΕ͔͚߹ΘͤΕɼ

(x1 + �x2 + �2x3) · (x3 + �x1 + �2x2) · (x2 + �x3 + �2x1)
= (x1 + �x2 + �2x3) · �(x1 + �x2 + �2x3) · �2(x1 + �x2 + �2x3)
= (x1 + �x2 + �2x3)3

(x1 + �x3 + �2x2) · (x2 + �x1 + �2x3) · (x3 + �x2 + �2x1)
= (x1 + �x3 + �2x2) · �(x1 + �x3 + �2x2) · �2(x1 + �x3 + �2x2)
= (x1 + �x3 + �2x2)3

ͱ͍͏ೋͭʹ·ͱ·Δɽ͜Εɼ
R3 = (x1 + �x2 + �2x3)

3

͕ Αͬͯɼ2छྨͷʹͷஔݸ6 R1 = (x1 + �x2 + �2x3)3ɼR2 = (x1 + �x3 + �2x2)3 ͔͠ͱΒͳ͍ͱ

͍͏͜ͱΛҙຯ͢Δɽ͜ͷ R3 ͷ͜ͱΛϦκϧϕϯτͱݺͼɼRͷ͜ͱΛʮϦκϧϕϯτͷݩʯͱݺͿ͜ͱʹ

͢Δɽ

͜͜Ͱొͨ͠ R1 ͱ R2 Λ aɼbɼcͰද͢͜ͱ͕Ͱ͖Εɼ1ͷ 3ࠜΛར༻ͯ͠ɼx1 + �x2 + �2x3 ͱ

x1 + �x3 + �2x2 ͷΛ aɼbɼcͰද͢͜ͱ͕Ͱ͖ΔɽͦΕͧΕΛ r1ɼr2 ͱ͢Δͱɼ

�
��

��

x1 + x2 + x3 = �a

x1 + �x2 + �2x3 = r1

x1 + �2x2 + �x3 = r2

��

�
����������

����������

x1 =
1

3
(�a + r1 + r2)

x2 =
1

3
(�a + �2r1 + �r2)

x3 =
1

3
(�a + �r1 + �r2)

ͱͳΓɼղ x1ɼx2ɼx3 Λ aɼbɼcͱ 1ͷ 3ࠜͰදͤͨ͜ͱʹͳΔɽͦ͜ͰɼR1ɼR2 ͷΛͱΊΔͱ͍͏

Λ͑ߟΔ͜ͱʹ͢ΔɽR1 ͱ R2 Λղʹͭ࣋ʮೋ࣍ͷิॿํఔࣜʯΛ͑ߟΔɽ

(t � R1)(t � R2) = 0 �� t2 � (R1 + R2)t + R1R2 = 0

͜͜Ͱɼొ ͢ΔR1+R2ɼR1R2વɼx1ɼx2ɼx3ͷରশࣜʹͳ͍ͬͯΔͨΊɼجຊରশࣜ x1+x2+x3(= �a)

ɼx1x2 + x2 + x3x1(= b)ɼx1x2x3(= c)ʹΑͬͯ࣍ͷΑ͏ʹද͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

�
R1 + R2 = 2(x1 + x2 + x3)3 � 9(x1 + x2 + x3)(x1x2 + x2x3 + x3x1) + 27x1x2x3 = �2a3 + 9ab � 27c

R1R2 = (x1 + x2 + x3)3 � 3(x1x2 + x2x3 + x3x1)3 = (a2 � 3b)3

͕ͨͬͯ͠ɼઌ΄Ͳͷೋํ࣍ఔࣜ

t2 � (�2a3 + 9ab � 27c)t + (a2 � 3b)3 = 0

ͱͳΓɼ͜ΕΛղ͘͜ͱʹΑͬͯɼR1 ͱ R2 ͷ͕ಘΒΕΔɽ

1.2 ఔࣜʹ͓͚ΔϦκϧϕϯτͷղ๏ํ࣍2

ͱಉ༷ͷΞΠσΞͰϦκϧϕϯτΛར༻ͯ͠ղ͘͜ͱ͕ग़དྷΔɽ࣍ఔࣜʹ͍ͭͯɼ3ํ࣍2

x2 + ax + b = 0

2
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ͷղΛ x1ɼx2 ͱ͢ΔɽղͱͷؔΑΓ
�

x1 + x2 = �a

x1x2 = b

ͱͳΔɽʮx1ɼx2ʯͷͦΕͧΕʹʮ1ͷ 2ࠜͰ͋Δ 1ɼ� 1ʯΛ͚Ճ͑ͨ R = x1 � x2 Λ͑ߟɼx1ɼx2 ͷஔ

ɽ͢ࢪΛ
x1 � x2x2 � x1 = �(x1 � x2)

͕ͨͬͯ͠ɼR = (x1 � x2)ͱͯ͠ɼR2 = (x1 � x2)2 ͱ͢ΕɼR2  x1ɼx2 ͷஔʹΑͬͯҰछྨͷ͠

͔ͱΒͳ͍͜ͱ͕͔Δɽ͕ͨͬͯ͠ɼ

R2 = �(x1 � x2)
2 = �(x1 + x2)

2 + 4x1x2 = �a2 + 4b �� (x1 � x2)
2 = a2 � 4b

Ͱ͋Δ͔ΒɼR2 = a2 � 4bͱͳΓɼR(= x1 � x2)ͷΛʮܾఆʯ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δʢr1ʣͱ͢Δɽ͜ΕΛ༻

͍ͯɼx1ɼx2 ʹ͍ͭͯͷ࿈ཱํఔࣜΛ࣍ʹΑ͏ʹͯ͠ղ͚Α͍ɽ

�
x1 + x2 = �a

x1 � x2 = r1
��

�
����

����

x1 =
1

2
(�a + r1)

x2 =
1

2
(�a � r1)

2 ఔࣜͱํ࣍2 ఔࣜʹ͓͚ΔϦκϧϕϯτͷղ๏ͷྲྀΕํ࣍3

4 ఔࣜͷٞʹೖΔલʹɼ2ํ࣍ ఔࣜͱํ࣍ 3 ʹఔࣜͷϦκϧϕϯτʹΑΔղ๏Λ·ͱΊ͓ͯ͘͜ͱํ࣍

͢Δɽ

�ఔࣜͷϦκϧϕϯτʹΑΔղ๏ํ࣍3 �
1. x1ɼx2ɼx3 ͷ߹ܭ Ͱͷஔݸ6 2छྨͷ͔͠ͱΒͳ͍Α͏ͳϦκϧϕϯτͱͦͷݩΛߏ͢Δ

ʢR = x1 + �x2 + �2x3 ͱ R3ʣ

2. ্ͷ 2छྨͷ R1ɼR2 Λղʹͭ࣋ೋ࣍ͷิॿํఔࣜʢͦͷ aɼbɼcͰදͤΔʣΛղ͘ɽ

3. R1ɼR2 Λར༻ͯ͠ɼx1ɼx2ɼx3 ΛٻΊΔɽ� �
�ఔࣜͷϦκϧϕϯτʹΑΔղ๏ํ࣍2 �

1. x1ɼx2 ͷ߹ܭ 2 Ͱͷஔݸ 1 छྨͷ͔͠ͱΒͳ͍Α͏ͳϦκϧϕϯτͱͦͷݩΛߏ͢Δ

ʢR = x1 � x2 ͱ R2ʣ

2. RΛར༻ͯ͠ɼx1ɼx2 ΛٻΊΔɽ� �
͜ͷྲྀΕΛ;·͑Εɼ4ํ࣍ఔࣜʹؔͯ͠ɼ

�ఔࣜͷϦκϧϕϯτʹΑΔղ๏ํ࣍4 �
1. x1ɼx2ɼx3ɼx4 ͷ߹ܭ Ͱͷஔݸ24 3छྨͷ͔͠ͱΒͳ͍Α͏ͳϦκϧϕϯτͱͦͷݩΛߏ

͢Δ

2. ্ͷ 3छྨͷ R1ɼR2ɼR3 Λղʹ࣍ࡾͭ࣋ͷิॿํఔࣜʢͦͷ aɼbɼcͰදͤΔʣΛղ͘ɽ

3. R1ɼR2ɼR3 Λར༻ͯ͠ɼx1ɼx2ɼx3ɼx4 ΛٻΊΔɽ� �
ͱͳΔ͜ͱ͕͔Δɽͦͯ͠ɼ2 ࣍ 3 ͳΔࣜͷީʹݩΛ;·͑ΕɼϦκϧϕϯτͱͦͷࢠͷ߹ͷ༷࣍

3
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ิɼ
R = x1 + ix2 � x3 � ix4ɼR4 = (x1 + ix2 � x3 � ix4)

4

Ͱ͋Δ͜ͱ͕༧Ͱ͖Δɽ͔͠͠ͳ͕Βɼϥάϥϯδϡ͕จͷதͰলͨ͠ ఔࣜͷ༷ʑͳղ๏ͷதͰํ࣍4

ɼ͜Εͱશ͘͜ͱͳΔϦκϧϕϯτ͕࠾༻͞Ε͍ͯΔɽ

2.1 ఔࣜͷղ๏ʹ༻͍ΒΕΔ༷ʑͳϦκϧϕϯτํ࣍4

ϥάϥϯδϡ͕จͷதͰʮϑΣοϥϦͷղ๏ʯʮσΧϧτͷղ๏ʯʮνϧϯϋεͷղ๏ʯʮϕζʔɼΦΠ

ϥʔͷղ๏ʯʹ͍ͭͯۛຯͨ͠ɽͦΕͧΕͷղ๏Ͱొͨ͠ʮϦκϧϕϯτʯʹ͍ͭͯհ͢Δɽ

ϑΣοϥϦͷղ๏ʢϕζʔɼΦΠϥʔͷղ๏Ϧκϧϕϯτʹؔͯ͠ຊ࣭తʹಉ͡ʣ� �
R = x1x2 + x3x4 ͱ͢ΔͱɼR Ͱɼ3छྨͷͷஔݸ24

x1x2 + x3x4ɼx1x3 + x2x4ɼx3x2 + x1x4

͔͠ͱΒͳ͍ɽΑͬͯɼ͜ͷ Rࣗମ͕ϦκϧϕϯτͱͳΔɽ� �
σΧϧτͷղ๏� �

R = (x1 + x2) � (x3 + x4)ͱ͢ΔͱɼR2 = {(x1 + x2) � (x3 + x4)}2  Ͱɼ3छྨͷͷஔݸ24

{x1 + x2) � (x3 + x4)}2ɼ{(x1 + x3) � (x2+4)}2ɼ{(x1 + x4) � (x2 + x3)}2

͔͠ͱΒͳ͍ɽΑͬͯɼR2 ͕ϦκϧϕϯτͱͳΔɽ� �
νϧϯϋεͷղ๏� �

R = �x2
1 + x2

2 � x2
3 � x2

4

x1 + x2 � x3 � x4
ͱ͢ΔͱɼR Ͱɼ3छྨͷͷஔݸ24

�x2
1 + x2

2 � x2
3 � x2

4

x1 + x2 � x3 � x4
ɼ� x2

1 + x2
3 � x2

2 � x2
4

x1 + x3 � x2 � x4
ɼ� x2

1 + x2
4 � x2

2 � x2
3

x1 + x4 � x2 � x3

͔͠ͱΒͳ͍ɽΑͬͯɼ͜ͷ Rࣗମ͕ϦκϧϕϯτͱͳΔɽ� �
Ͱɼ2࣍ ͷ߹ͱಉ༷ʹʮ1ͷ࣍3 4ࠜʯΛར༻ͯ͠ϦκϧϕϯτΛߏͨ͠ղ๏ʹϥάϥϯδϡ͕ݴ

͖͍ͯ͑ߟ͍ͯͭʹΈΔ͜ͱʹΑͬͯɼͦͷཧ༝ࢼͷํ๏ΛͦʹࡍͳͷͩΖ͏͔ɽ࣮ނͳ͔ͬͨͷԿ͠ٴ

͍ͨɽ

3 จͰ৮ΕΒΕͳ͔ͬͨ ఔࣜͷϦκϧϕϯτʹΑΔղ๏ํ࣍4

3.1 1ͷ 4ࠜΛར༻ͨ͠Ϧκϧϕϯτ্͕ख͍͔͘ͳ͍ཧ༝

ఔࣜํ࣍4
x4 + ax3 + bx2 + cx + d = 0

ͷղΛ x1ɼx2ɼx3ɼx4 ͱͯ͠ɼͦΕͧΕʹʮ1ͷ 4ࠜͰ͋Δ 1ɼiɼi2ɼi3ʯΛ͚Ճ͑ͨ࣍ͷࣜΛ͑ߟΔɽ

R = x1 + ix2 + i2x3 � +i4x4 = x1 + ix2 � x3 � ix4

4
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͜ͷ Rʹ x1ɼx2ɼx3ɼx4 ͷͯ͢ͷஔ ܭ) ΈΔͱɼͯ͠ࢪΛ(ݸ24

x1 + ix2 � x3 � ix4 i(x1 + ix2 � x3 � ix4) �(x1 + ix2 � x3 � ix4) �i(x1 + ix2 � x3 � ix4)

x2 + ix1 � x3 � ix4 i(x2 + ix1 � x3 � ix4) �(x2 + ix1 � x3 � ix4) �i(x2 + ix1 � x3 � ix4)

x3 + ix2 � x1 � ix4 i(x3 + ix2 � x1 � ix4) �(x3 + ix2 � x1 � ix4) �i(x3 + ix2 � x1 � ix4)

x1 + ix3 � x2 � ix4 i(x1 + ix3 � x2 � ix4) �(x1 + ix3 � x2 � ix4) �i(x1 + ix3 � x2 � ix4)

x4 + ix3 � x2 � ix1 i(x4 + ix3 � x2 � ix1) �(x4 + ix3 � x2 � ix1) �i(x4 + ix3 � x2 � ix1)

x1 + ix4 � x2 � ix3 i(x1 + ix4 � x2 � ix3) �(x1 + ix4 � x2 � ix3) �i(x1 + ix4 � x2 � ix2)

ͱͳΔɽ͜ͷ݁ՌɼR Αͬͯʹͷஔݸ24 24छྨͷΛͱΔ͜ͱ͕͔Δ͕ɼΑ͘ΈΔͱɼҰߦʹฒΜͩ

ͷࣜɼiഒɼi2ɼi3࢛ͭ ഒͷҧ͍ʹ͗͢ͳ͍ɽ͕ͨͬͯ͠ɼಉ͡ߦͷ࢛ͭͷࣜΛͦΕͧΕ͔͚߹Θͤͨ݁Ռ

͔Β
R4 = (x1 + ix2 � x3 � ix4)

4

Ͱ͋Εɼx1ɼx2ɼx3ɼx4 ͷͯ͢ͷஔ ܭ) ରͯ͠ʹ(ݸ24 6छྨͷΛ͔͠ͱΒͳ͍͜ͱ͕͔Δɽ͔͠

͠ɼզʑ ͷ͍࣍ΑΓ࣍4 ΑͬʹͷஔݸΓɼͭ·Γɼ24͓ͯ͠ࢦΛߏͷิॿํఔࣜΛͷ࣍3

ͯ 3छྨͷ͔͠ͱΒͳ͍Α͏ͳϦκϧϕϯτ͕ඞཁͰ͋ΔɽR4 = (x1 + ix2 � x3 � ix4)4 Ͱɼ͜ΕΛٻ

ΊΔͨΊʹ ͠ͳ͍ػఔࣜͷϦκϧϕϯτͱͯ͠ํ࣍ͷิॿํఔࣜΛղ͘͜ͱʹͳͬͯ͠·͏ͨΊɼ4࣍6

ͷͰ͋Δɽ

3.2 গ͔͠Γͷѱ͕͖͋

͖͞΄ͲͷٞͰɼR4 = (x1 + ix2 � x3 � ix4)4 Ͱ Ͱͷஔݸ24 6छྨͷΛͱͬͯ͠·͏ͨΊɼ4࣍

ํఔࣜͷϦκϧϕϯτͱ্ͯ͠ख͘ͳ͍͜ͱ͕͔͕ͬͨɼ

R4 = (x1 + ix2 � x3 � ix4)
4 + (x1 � ix2 � x3 + ix4)

4

ͱ͢Εɼ͜ͷ R ରͯ͠ʹͷஔݸ24

(x1 + ix2 � x3 � ix4)4 + (x1 � ix2 � x3 + ix4)4

(x1 + ix2 � x4 � ix3)4 + (x1 � ix2 � x4 + ix3)4

(x4 + ix2 � x3 � ix1)4 + (x4 � ix2 � x3 + ix1)4

ͱ͍͏ 3छྨͷ͔͠ͱΒͳ͍ɽ͜͜ͰՃ͑ͨ (x1 � ix2 � x3 + ix4)4 ʮx1ɼx2ɼx3ɼx4ʯͷͦΕͧΕʹʮ1

ɼ� iɼ(�i)2ɼ(�i)3ʯΛ͚Ճ͑ͨͷͰ͋Δɽ͕ͨͬͯ͠ɼ͜ͷ 3छྨͷΛ R1ɼR2ɼR3 ͱ͢Δͱɼ͜ͷ

Α͏ͳͭ࣋ʹΛղͭࡾ ఔࣜํ࣍3

(t � R1)(t � R2)(t � R3) = 0 �� t3 � (R1 + R2 + R3)t
2 + (R1R2 + R2R3 + R3R1) � R1R2R3 = 0

Λ͑ߟɼx1ɼx2ɼx3ɼx4 ͷରশࣜͰ͋Δ R1 + R2 + R3)ɼR1R2 + R2R3 + R3R1ɼR1R2R3 Λ

ຊରশࣜج

�
����

����

x1 + x2 + x3 + x4 = a

x1x2 + x1x3 + x1x4 + x2x3 + x2x4 + x3x4 = b

x1x2x3 + x1x2x4 + x1x3x4 + x2x3x4 = c

x1x2x3x4 = d

5
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Ͱද͠ͳ͓ͯ͠ɼ3ํ࣍ఔࣜΛͱ͖ɼR1ɼR2ɼR3 ΛٻΊΕྑ͍͜ͱʹͳΔɽ͔͠͠ɼ͜ͷํ๏Ͱ͜ͷઌ

ऴతʹಘΒΕͨ࠷͕͋Δɽࠔʹ R1ɼR2ɼR3 Λར༻ͯ͠ɼ

�
��

��

(x1 + ix2 � x3 � ix4)4 + (x1 � ix2 � x3 + ix4)4 = R1

(x1 + ix2 � x4 � ix3)4 + (x1 � ix2 � x4 + ix3)4 = R2

(x4 + ix2 � x3 � ix1)4 + (x4 � ix2 � x3 + ix1)4 = R3

ͱ͍͏࿈ཱํఔࣜΛղ͔ͳ͚Ε͍͚ͳ͍ͱ͍͏Ͱ͋Δɽ͜ͷํ๏͕͞ΒʹલਐͰ͖Δ͔Ͳ͏͔ɼࣗࢲ

தͰ͋Δɽޡࡨߦࢼͩ·

4 ऴΘΓʹ

ϥάϥϯδϡɼϦκϧϕϯτͷຊ࣭͕

ɾ ఔࣜͰ͋Εɼ3iํ࣍3 = ରͯ͠ɼ2छྨͷ͔͠ͱΒͳ͍Α͏ͳʹͷஔݸ6 x1ɼx2ɼx3 ͷࣜ

ɾ ఔࣜͰ͋Εɼ4iํ࣍4 = ରͯ͠ɼ3छྨͷ͔͠ͱΒͳ͍ʹͷஔݸ24 x1ɼx2ɼx3 ͷࣜ

Ͱ͋Δ͜ͱɼ͞Βʹͦͷߏํ๏͕ ͑ߟࣗࢲൈ͍͍ͯͨͱݟఔࣜʹ͓͍ͯҰҙతͰͳ͍͜ͱΛํ࣍4

͍ͯΔɽ࣮ࡍʹ൴จͷதͰɼ3ํ࣍ఔࣜʹ͍ͭͯ

զʑ͕͖ͯͨ͠ੳʹΑͬͯɼ͜ΕΒͷํ๏ʢΧϧμϊɼνϧϯϋεɼϕζʔɼΦΠϥʔͷղ๏ʣ͕

ຊతʹಉ͡Ͱ͋Δͱ͍͏͜ͱ໌Β͔Ͱ͋ΔɽͳͥͳΒɼͦΕΒҰൠʹɼ͕ࠜج x� + �x�� + �x���

·ͨ (x� + �x�� + �x���)3 ʹΑͬͯද͞ΕΔΑ͏ͳɼ͋Δ͍ಉ͜͡ͱͰ͋Δ͕ɼ͜Εʹൺྫͨ͠ྔʹ

Αͬͯද͞ΕΔΑ͏ͳؐํݩఔࣜΛ͚ͭݟΔ͜ͱʹͦͷຊ࣭͕͋Δ͔ΒͰ͋Δɽ

ͱ·ͱΊ͍ͯΔͷʹର͠ɼ4ํ࣍ఔࣜʹؔͯ͠ɼ

Δɽ͢ࡏఔࣜͷҰൠతͳղ๏͕ґଘ͢ΔΑ͏ͳ͕ؔಛ༗ʹଘํ࣍4

ͭ·ΓɼஔʹΑͬͯͱΓಘΔͷݸʹ͕ͭ͘ݶ੍͍͠ݫΑ͏ͳʮ༩͑ΒΕͨ ఔࣜͷࠜͷؔʯ͕ଘํ࣍4

ݙจߟࢀݙจߟࢀΔɼͱ·ͱΊ͍ͯΔɽrenewcommand͢ࡏ

ݙจߟࢀ

[1] ᜊ౻ࢻ৫ʰํఔࣜͷతղ๏ʹ͍ͭͯͷϥάϥϯδϡͷ”ল” ʢɦ໌࣏େֶେֶӃ 2015म࢜จʣ

6
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今回は，ページ数の都合上，いただいたご質問のみを掲載いたします。
次号の 5月号にこれらと回答を合わせて掲載する予定です。
一般会員の方のみが対象ですが，回答ももちろん募集しております。
回答は secretariat@flexcool.net まで，お寄せいただけると幸いです。

!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!

完璧な作図はできないにもかかわらず中学 1年生では実際に定規とコンパスで作図させる単元があ
りますが，それにどのような意義があるのでしょうか？
私は「実用的な意味は全くなく，自分の書いた図形を批判的にとらえること，その作図で良い論理的
な証明を与えることによって生徒の数学的思考力を養うこと」が作図の意義であり，作図方法を暗
記させるだけの授業に意味はないと考えました。
ぜひ，皆様のご意見をお聞きしたいです。

!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!

線形代数において内積とは、線形空間の元の大きさやなす角を定義するために導入されたものだと
認識しています。そのため、高校数学でも上記の動機で内積を導入できないかと考えたのですが、そ
れは可能でしょうか？

!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!

「拡張」と「一般化」は何を基準に使い分けていますか？ たとえば、大学のある講義で「余弦定理
は三平方の定理の拡張である」と習いましたが、これらの定理の主張は同値であり、「拡張」という
言い方には違和感があります。よろしくお願いします。
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!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!"!

この問題の解答についてです。

問題． 実数 x, y が x2 + y2 � 1を満たしながら変化するとき，点 (x + y, xy) の動く領域を
図示せよ。

解答．
x + y = X,xy = Y とおく。
x2 + y2 � 1であるから (x + y)2 � 2xy � 1 すなわち X2 � 2Y � 1

したがって
Y � X2

2
� 1

2
· · · (1)

また，x, y は 2次方程式 t2 � (x + y)t + xy = 0 すなわち

t2 � Xt + Y = 0

の 2つの実数解であるから，判別式 D = X2 � 4Y について D � 0 より

Y � X2

4
· · · (2)

(1), (2) から
X2

2
� 1

2
� Y � X2

4

変数を x, y に置き換えて
x2

2
� 1

2
� y � x2

4

したがって，求める領域は下の図の灰色部分である。ただし，境界線は含む。

O

y

x

y = x2

4y = x2

2 � 1
2

解答の最後に X, Y を「変数 x, y に置き換えて」とありますが、この置き換えは必要でしょうか？
文字を何と置いても集合としては変わらないと思うので、置き換えは必要ないように思います。何
か数学的に文字を置き換えなければならない正当な理由があるのでしょうか？
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