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2021年度第1回 定期研究会に寄せて
2021年 5月 16日

特定非営利活動法人 TECUM

理事長 長岡 亮介

NPO 法人 TECUM にとって，これから第 4年度が始まりました．みなし法人
として実質的な活動を開始した頃からの記憶を辿ると，この 4年間半ほどの間に，
いろいろなことがありました．
最大の事件は，昨年のコロナ禍の大混乱です．しかし，これも TECUM の活動
の今後の目標や活動形態を見直す良い機会となりました．活動の飛躍が計れなく
なってしまったという受認しがたい負の側面も否定できませんが，すでに遠い過
去のように見える一昨年，社員総会の総意を背景に，所轄庁の抵抗を乗り越えて，
遠隔会議参加を許容するように定款変更を断行していたことは，昨年に関しては
実に大きな好運で，それにより，他の学会等に先駆けて研究会の全国公開も実現
しました．
「人間万事塞翁馬」という古来中国由来の有名な箴言があります．私達の浅知恵
で見通せる将来の姿は実に貧困なものであるということです．この教訓をしっか
りと胸において，ときの不運に嘆くことなく，またたまたま巡り合った好運におご傲
ることなく，つねに，未来のためにい ま

現在やるべきこと（いまなら出来ること，い
ますぐにやらないとならないこと）を見つめ直し，まだ出来ないことを大胆に延
期するような，つねに謙虚で着実な努力を日々，感謝の気持の中で真摯に継続す
ることが大切である，と思います．
こういうと，まるで生きる模範を未経験の若い人に垂れる，「社長頭訓」のよう
で（というよりも「校長訓示」のようでしょうか）大変恐縮ですが，こういう

たぐい
類

と決定的に異なっているのは，自分を棚上げした「目下」に対する偉そうな話で
はなく，自分自身に対する自戒の気持の表明であることです．
本来は静かで内側に閉じた自戒の世界を，しかしながら，信頼する同志の皆様
と共有したいとしたいという切なる願いから，法人成立第 4年度最初の研究会を
記念するご挨拶代わりにここに書かせていただく次第です．
頑張りましょう！
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《より良い》数学教育のために
長岡 亮介

「良い数学教育とは何か？」 簡単そうに見える素朴な問いに答え
ることはこれに限らずしばしば自明でない．「数学を好きにし，嫌いに
させない教育」のような数学教育の古典的な「理想」から「学習者の
関心・意欲を掻き立て自発的な問題意識を引き出す数学教育」のよう
ないま流行の「数学教育論」までいろいろあるが，結局のところ，「成
果をあげる教育」の成果の理想像の違いに吸収されてしまいそうであ
る．ここでは，数学を通じて，しかも数学を通じてなら達成可能であ
り，あるいは数学を通じてこそ達成すべきである《認識と理解の深化》
という体験を実現するための方法論的な前提の一つである教科書につ
いて考える．

1 はじめに
まずは，以下の資料をお読みください．これは茗渓学園と一緒に進めているジョ
イントプロジェクトの一貫として TECUM から提起した資料の冒頭部分に微かな
修正を加えたものです．

資料若者を知的に育成する短期戦術と中長期戦略につい
て

子ども自身の素朴な「願い」と利己的な「夢」，という「自由主義
経済」下で「社会主義」的な平等を掲げる《矛盾》が渦巻く教育とい
う特有の世界で，《既に動いている学校の中に知的な学苑を構築》する
ことは極めて高い戦略性を必要とすることのように思います．
なぜなら，戦略性を欠く素朴な善意だけに基づく計画だけでは，生々

しい現実との軋轢を通じて「当初の理想からは想像もできなかったよ
うな変質」を迫られ兼ねないと危惧するからです．教育の世界は《多
様な力が相互作用で働く複雑システム》1であることをいつも心におく
べきであり，そのために，計画に関してもある間隔で根底的な見直し
が不断に必要であることを覚悟しないとなりません．
大切なのは，《高邁な理想への高い志操》と，その理想を実現する

ための《透徹した英知》と《冷静な判断》の持̇続̇的̇な共̇存̇に違いない
と思います．

1これは現代数学の用語で，非線型システムとも言います．最大の特徴は，初期値敏感性あるい
は chaos と呼ばれる，長期的な予測の不可能性にあります．天気予報が短期では的中するのに，長
期予報が難しいのは，天気が，地球の大気，海水，地下エネルギー，‥の作る複雑システムである
からです．
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2 いまどきのほとんどの検定教科書の惨状
いまのわが国の高校数学教育の惨状を象徴する一つは，膨大な種類の検定教科
書が発行されているにも関わらず，それらは

• 数学的な視点からの理論的解説がほとんどない

• 代わりに，例や例題による実践的解説に溢れている

• 公式主義的ともいえるような，例題→練習→問のきめ細かい連係で生徒指導
の流れが確定している

• 強調体活字や色，さらには枠囲み，ときには板書的イラストなどの印象的な
修飾で学習者の関心を引くべきポイントを縛っている

などの点で，押し並べて一様である．これは，教科書検定という全体主義的な国
家制度の下で行われる自由主義経済下での教科書販売という自由競争が，たとえ
教育の世界であろうとも，大衆迎合主義と権力との癒着を実践したものしか勝者
にならないにという現実を突き付けている．
「良い数学教育を実現したかったら，良い教科書を作る他ない」— この命題が
自明であることを確認しなければならないのはつらいことである．

3 よりましな教科書の姿に向けて
良い教科書像は，それぞれの現場現場に応じて多種多様であって良いと思うが，

• どんなレベルの学習者にとっても，新しい数学的な視点の発見へと導かれる
もの

• 例や例題で基本を学ぶことを一切避ける分けではないが，それぞれの局面で，
そのときに習得すべき主題が明確であるべきで，個別的な問題の個別的な解
き方を教えるような愚劣なことは最小限であっても避ける

• 学習者を，学習を通じて自分自身による公式の発見へと導くような，自然な
飛躍，自発的な試行錯誤を多様に誘導する

• 教科書の見開き 2ページの中で閉じる授業展開ではなく，授業単位を超え，
ときには科目を超えた，少しでも息の長い思索を誘発する

ような，教科書を利用して安易に授業する教師のためではなく，それを使って数
学の世界へと接近する《学習者のために役立つ教科書》を用意することがいずれ
にしても必須である．そして用意できないならば必死に用意する努力を継続的に
行うしかない．
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4 多少ましな教科書の姿，案の案
� �
参考資料

GM Domain Introductory Series, Plane Geometry
Introductory Segment , Unit 001 ～

0 はじめに
空間的な拡がりは、人間にとって（おそらくも動物にも）もっ

とも身近なものである。草原で暮らす草食動物にとっても，あるも
のは小高い陵に潜み，あるものは高く上空からむ肉食動物にとって
も生存競争の勝負を賭けた日々は，立体感覚なしには過ごせまい．
しかし、論理的な体系を考え出す上で、私達は、私達の思考を

より濃厚に集中することが容易な平面的な広がりに限定し，その考
察が一段落した後で，より身近な対象へと迫るという回り道をし
よう．それは、平面的に拡がる図形の方が、紙や地面の上に描くに
も簡単で、その諸部分の位置関係も単純そうに見えるからである。

GM series Unit 001. 小学校の実践的幾何の起源

1 文献のない時代から生きていた数学のあ か証し
1.1 古代文明の数学的考古学
文字で詳細に書かれた文書のない時代から、図形について精密に語る数学は
存在していた。これは様々な巨石サークル（StoneHenge in UK）、巨大地上絵
（Nazka in Peu）、巨大石像物（Pyramids in Egypt）などがそれを

し さ
示唆する。

【課題研究 1】古代の歴史的な遺跡について調べてみよう！

1. 地図的な位置

2. 作られた時代

3. 数学以外の文化との関係

� �
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1.2 古代の人が利用できた道具は何だったろう？
原油を精製した燃料（もっとも身近なのはガソリン，ついで軽油だろうが，船
を動かす重油ですらなかった）で動く《重機》も、利便性の高い《エネルギー》＝
電気もない時代、人々が利用できる道具は、固いものを削る・割る・磨くための
道具、重いものを移動するための道具の他に、《理論的な道具》としては様々な繊
維を編んだ

ひも紐しかなかったことであろう。
【課題研究 2】紐でできることをできるだけたくさん想像してみよう！

1.3
ひ も紐でできる精密な作図

実用的には、紐を使うことで、実用的には精密な図形が描ける。

• まっすぐの線を考える

• 距離（長さ）を計る

• 等しい距離（長さ）をとる

• ...

【課題研究 3】紐でできる数学的な作図を挙げてみよう！
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1.4
ひ も紐を上手に使うことで可能になる精密な作図
1. 2点を通る線分 line segment（異なる 2端点で決まる直線 straight line の一
部） の作図

2. 線分の延長 extension 、単位長の整数倍

3. 線分の等分、単位長の等分

4. 線分の長さの計測（単位長の有理数 a倍）

5. 長さを保った線分の移動 =� の作図
a整数を分子，分母にもつ数

【課題研究 4】

• 単位長の紐で 1
2 倍の長さを計るにはどうしたら良いだろう？

• 単位長の紐で 2 倍の長さを計るにはどうしたら良いだろう？

• 単位長の紐で 3
2 倍の長さを計るにはどうしたら良いだろう？

2 小学校幾何の核心
小学校で学んだことを少し高い立場から見てみよう。

2.1 作図に使うことのできる道具
小学校では、

じょうぎ定規（あるいは定木）とコンパスという道具を正しく使って正確
な図が描けることが強調されてきた。
しかし、そもそも正確な図とは何か？ 道具を使いことなすことにどういう意味
があるのか？
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中学では、小学校と良く似た主題ながら、まったく違う新しい視点からのアプ
ローチに挑戦する。それは、具体的な道具の使い方やそれによって達成される正
確な図を得ることではなく、「定規（あるいは定木）とコンパスをだけ」を使って
の作図を、次に示すように、抽象化・理想化・理論化することに目標を移す。
すなわち、平面上、

• 与えられた異なる 2点を端点 end point とする線分 line segment 2を引く
こと

• 与えられた異なる2点を端点とする線分をいずれの側にいくらでも延長extend

すること

• 与えられた異なる 2点A,B に対し、 A を中心として、B を通る円 circle を
描くこと 3 というたった 3種類の基本的な作図 drawing, construction がで
きることだけを仮定する。

� �
これから問題とするのは、実際的具体的な作図ではなく、抽象的、理論的な作
図である。� �

� �
【課題研究 5】
5cm 程度の半径の円を描くことのできる文房具用のコンパス（可能なら友達
のもっているコンパスをたくさん集めてそれらの平均の）の重さを計り、また、
それが一様な金属を材質としてできているとして、その金属の密度（単位体積
辺りの体積）を「理科年表」などで調べ、仮に 100 m の半径を描くとしたと
きに必要となる大きなコンパスの重さを推定してみよう。
ただし、同じ形をしたコンパスは、大きさ（腕の長さ）が n 倍になると体積
は n3 倍になり、重さは体積に比例するとする。軽いアルミ材質ではなく、重
い鉄製であったとしたらどうだろう。

� �

2単に線分といったら、直線 straight line の有限な一部分を意味するものとする。
3小学校では「A を中心として任̇意̇の̇半径の円を描くことができる」と教えることが多いが、そ

のためには理論的には限りなく巨大な／微細なコンパスが必要になるはずである。しかしそういう
ことは気にしないのがこれから学ぶ中学校の数学である。

— 12 —



2.2 基本的な作図
定木とコンパスを使って次のような作図ができる。

2.2.1 正三角形
平面上の異なる 2点A,B に対し、線分AB を一辺とする正三角形を作図するこ
とができる。
問題 1 与えられた線分AB を一辺とする正三角形を作図せよ。

図版

2.2.2 線分の垂直二等分線、線分の中点
平面上の異なる 2点A,B に対し、線分AB の垂直二等分線を作図することがで
きる。特に、線分AB の中点M を作図することができる。

線分の垂直二等分線、中点の作図� �
問題 2 与 え ら れ た 線 分 の 垂 直 二 等 分 線 を 作 図 せ よ 。

� �
2.2.3 直線に対して垂直な直線
平面上の与えられた直線 � 上に与えられたある点 C を通り、� に垂直な直線を
図示することができる。
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問題 3 平面上の与えられた 2点 A, B が与えられている。これら 2点を通る直
線に A で垂直な直線を図示せよ。

図版
※ 作図されたこの直線をぶ。
問題 4 点B における、直線AB への垂線を図示せよ。

2.2.4 与えられた 2点を通る、ある平行な二直線
平面上の異なる 2点A,B に対し、それぞれA, B を通り、したがって互いにあ
る平行な二直線を作図することができる。
問題 5 平面上に与えられた異なる 2点A,B それぞれを通り、平行な二直線を作
図せよ。

図版

2.2.5 与えられた 1点を通り、与えられた直線に垂直な直線
平面上に、与えられた直線 �と、その直線上にない 1点A が与えられたとき、
点A を通り、直線 ellに垂直な直線m を作図することができる。
問題 6

平面上の直線 �と、その � 上にない 1点A を通り、直線 ellに垂直な直線m を作
図せよ。

図版
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垂線に関連する言葉の定義� �
平面上で、点A を通り、与えられた直線 ellに垂直な直線m を引き、それら
の交点H を作図することをA から直線 � に《垂線を下ろす》といい、� と m

の交点Hを 点A から直線 � に下ろした垂線の足と呼ぶ。� �
2.2.6 与えられた 1点を通り、与えられた直線に平行な直線
平面上に、与えられた直線 �と、その直線上にない 1点A が与えられたとき、
点A を通り、直線 ellに平行な直線 n を作図することができる。
問題 7 平面上、与えられた直線 �と、� にない 1点A が与えられたとき、点A

を通り、直線 ellに平行な 直線m を作図せよ。

図版

2.2.7 正四角形
平面上の異なる 2点 A, B に対し、線分 AB を一辺とする正四角形（正方形）
を作図することができる。
問題 8 与えられた線分 AB を一辺とする正四角形（正方形）を作図せよ。

図版

2.2.8 平行四辺形
平面上の同一直線上にない 3点 A, B, C に対し、第 4の頂点 D をとって、4

点 A, B, C, D を順に結んで平行四辺形の頂点になるようにすることができる。
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問題 9 下図のように与えられた 3点 A,B,C に対して、4点A,B, C, Pを順に
結んで平行四辺形となるように点P を作図せよ。

図版

2.2.9 正六角形
平面上の異なる 2点 A, B に対し、線分 AB を一辺とする正六角形を作図する
ことができる。
問題 10 与えられた線分を一辺とする正六角形を作図せよ。

図版

2.2.10 角の二等分線
平面上に O で交わる半直線 OX, OY に対し、� XOY を二等分する半直線

OZ を作図することができる。
問題 11 下図のように与えられた角 �XOY を２等分する直線を作図せよ。

図版

2.3 正多角形の作図
2.3.1 まずは、一般の多角形の話題から
平面上の異なる n(nは 3以上の整数) 個の点が輪状に並んでいるとき、それらの
隣り合う点を輪のように結んでできる図形を（凸）n 角形、あるいは一般に多角
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形 polygon という。輪状に並ぶ n 個の点をその多角形の頂点 vertex, 隣り合う
2頂点を結ぶ n 個の線分をその多角形の辺 side という。頂点同士を結ぶ線分の
うち、辺でないものを対角線 diagonal という。� �
【定理】 ：（凸）n 角形 の n 個の任意の 2頂点を端点とする線分は全部で
1

2
n(n � 1) 本であり、そのうち対角線は 1

2
n(n � 3) 本である。

� �
（証明）：（凸）n 角形 の n 個の頂点の任意の一つと他の n � 1 個の頂点を結ぶ
線分は n � 1 本あるが、このようにすべての頂点について考えると、同じ線分が
二重に数えられるので、（凸）n 角形 の n 個の任意の 2頂点を端点とする線分は
1

2
n(n � 1) 本である。
その中に、辺は、n 本含まれているので、対角線は、

1

2
n(n � 1) � n =

1

2
n(n � 3)（本）

である。

q.e.d.

※ q.e.d は quod erat demonstrandum [羅] (= which is to be demon-

strated [英]) の写本のための省略記号であり, 本来は「これが証明すべきことで
あった」を意味する表現であるが、最近では原義を忘れ「証明終」の意味である
と思って使っている人も少なくない。
最近は、QED と書いたり、単なる■や□のような記号で代用することもある。

2.3.2 研究的課題: 正多角形の作図
平面上の異なる 2点A,B に対し、線分AB を一辺とする正 n角形とは、頂点、
辺の個数が n であって、どの頂点で作られる内角も等しく、かつどの辺の長さも
等しい図形である。n = 3, n = 4, n = 6の場合はすでに示したように作図するこ
とができる。
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問題 12 n = 8, n = 12, n = 16の場合は作図できるであろうか。

• n = 8

• n = 12

• n = 16

【課題研究 6】n = 5 や n = 15 の場合も少し難しいが作図できる。
【課題研究 7】
n > 3 のときは、「どの頂点で作られる内角も等しい」（等角 n 角形）、「どの辺の
長さも等しい」（等辺 n 角形）のいずれか一方の条件では、正 n 角形となるとは
限らないことを示せ。
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気候変動の分析
平尾 淳一

概要
1872 年から現在までの東京における気温のデータを分析した．良く知られている地球温暖化が確認され
るが，このほかに，過去 150 年間に年間の寒暖差がわずかに減少し，年間で最も気温が低い日が数日遅れ
てきていることが判明した．ただしこれらの傾向は 1990 年頃を境に逆転している．その解釈などについ
てはさらなる研究が必要であろう．

■地球温暖化 近年，東京付近の学校では入学式の頃に咲いていた桜が卒業式に満開になるようになった．地
球温暖化を実感する事象であるが，これをデータで確認しておこう．図 1 は東京における 1 日毎の平均気温
を 2011 年から 2020 年までの間でプロットしたものである．このグラフからはわかりにくいが，気象庁の
データ [3]が存在する 1872 年 6 月から 2021 年 4 月までの間で見ると気温の上昇傾向が明らかになる．

図 1 2011-2020 年の間の気温変化 図 2 1872-2021 年の間の気温変化

このように平均気温が上昇していることは良く知られているが，果たして起こっていることは単純な温暖化
だけであろうか．1 年間の気温変動のパターンにはこの 100 年間に変化はないのであろうか．

■季節変化のパターン 大まかに言えば地表の温度 � は太陽光の放射熱に支配される．それは太陽高度の関
数になるが，さらにそれを時間 t の関数とみるなら周期 T が 1 年に等しい三角関数で近似される．

� = �0 + �1 cos
2�

T
(t � t1), T = 1 yr (1)

現実には地球の大気全体に生じる変化や地形などの影響を受けて，日々の天候や気温は複雑な変化を呈す
る．したがって実測値と式 (1) の差を単純なモデルで記述することはできないようにもみえる．しかし，エネ
ルギーの源を太陽に帰するならば，気温の変化がフーリエ級数

� = �0 + �1 cos
2�

T
(t � t1) + �2 cos

4�

T
(t � t2) + �3 cos

6�

T
(t � t3) + · · · (2)

で表されると期待することも許されるだろう．この式に現れるパラメタ �0 および �i，ti (i = 1, 2, 3) は観測
データから求めることができる [1, 2]．
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単年ごとに分析すると変動が大きいので，10 年間の平均を解析することにする．2011 - 2020 年のデータが
図 3 に示されている．最小二乗法による回帰分析の結果，各パラメタの値は

�0 = 16.53 �C, �1 = �10.73 �C, �2 = �0.91 �C, �3 = 0.53 �C
t1 = 26.81 day t2 = �14.62 day t3 = �17.14 day

(3)

となった．この値に基づく計算結果およびそのお実測データとの差をあわせて図 3 にプロットしてある．

図 3 2011-2020 年の間の平均的な気温変動の分析

■季節変化のトレンド分析 これに先立つ 150 年分のデータも同様に 10 年ごとの平均が分析された．その結
果は付録に掲載しておく．概ねどの期間も似たような傾向を示していることがわかる．
得られたパラメタの値は表 1 の通りである．図 4-10 にこれらの時間変化をプロットしておく．これに関し
て以下のような点が指摘しておきたい．

1. 平均気温（パラメタ �0）は明らかに増加傾向を示しているが，直近の 10-20 年間は緩和または逆転し
ている．

2. 年間の寒暖差を表すパラメタ �1 は長期的に見てわずかに減少する傾向がある．
3. またこれに対する位相定数 t1 についても長期的な傾向がある．つまり，この 150 年の間に最も寒くな
る日が数日遅れている．近年は温暖化とともに気象現象が激しくなっているという印象があるが年間の
寒暖差に関してはデータは逆の傾向を示していることになる．

4. ただし，パラメタ �1，t1 の値は 1990 年頃を境にして傾向が緩和ないし逆転しているようにもみえる．
5. パラメタ �2，t2，�3，t3 については明確な傾向は認められないが，いずれも 0 でない値をもっている
ことがわかる．

しかしパラメタ �1，t1 の振る舞いの傾向は微妙なレベルである．パラメタ �2，t2 等についてはその物理的
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な意味もはっきりしない [2]．より詳細な分析のために他の地点でのデータが役立つかも知れない．

表 1 パラメタの値

year �0/�C �1/�C t1/day �2/�C t2/day �3/�C t3/day
1872-1880 14.09 -11.29 24.70 -0.93 -25.01 0.67 -21.00
1881-1890 13.71 -11.10 27.70 -0.90 -21.78 0.65 -17.47
1891-1900 13.99 -11.26 26.44 -0.85 -21.96 0.71 -15.13
1901-1910 13.60 -10.64 26.50 -0.79 -13.90 0.64 -11.68
1911-1920 14.11 -11.00 26.87 -0.90 -21.77 0.43 -25.90
1921-1930 14.16 -11.28 27.36 -0.93 -20.73 0.83 -18.44
1931-1940 14.47 -11.28 27.66 -0.69 -20.07 0.64 -16.81
1941-1950 14.62 -11.46 27.07 -0.92 -22.51 0.60 -14.60
1951-1960 15.06 -10.59 26.87 -0.87 -17.69 0.73 -18.30
1961-1970 15.44 -10.84 27.17 -0.64 -19.83 0.88 -15.56
1971-1980 15.68 -10.47 27.57 -0.52 -14.04 0.60 -14.79
1981-1990 15.80 -10.37 28.85 -0.77 -15.16 0.95 -10.25
1991-2000 16.46 -10.29 28.94 -0.61 -16.73 0.68 -12.88
2001-2010 16.66 -10.38 27.80 -0.75 -23.06 0.54 -23.90
2011-2020 16.53 -10.73 26.81 -0.91 -14.62 0.53 -17.14

図 4 パラメタ �0 のトレンド
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図 5 パラメタ �1 のトレンド 図 6 パラメタ t1 のトレンド

図 7 パラメタ �2 のトレンド 図 8 パラメタ t2 のトレンド

図 9 パラメタ �3 のトレンド 図 10 パラメタ t3 のトレンド
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参考文献
[1]『身近な自然の中の三角関数』（TECUM 数理教育研究会 2018/8/23）
[2]『1 年で最も暑い日』（TECUM 数理教育研究会 2019/2/3）
[3]『過去の気象データ・ダウンロード』（気象庁）https://data.jma.go.jp/gmd/risk/obsdl/index.php

■付録 全期間の解析結果を示しておく．どのデータに対しても式 (2) のモデルが概ね当てはまっていること
が確認できる．

図 11 1812-1880 年 図 12 1881-1890 年

図 13 1891-1900 年 図 14 1901-1910 年
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図 15 1911-1920 図 16 1921-1930

図 17 1931-1940 図 18 1941-1950

図 19 1951-1960 図 20 1961-1970
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図 21 1971-1980 図 22 1981-1990

図 23 1991-2000 図 24 2001-2010
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高大接続で資質能力を伸ばす問題解決過程振り返りと協調学習の効果  

 

神奈川県立横浜緑ケ丘高等学校  白石紳一  

アブストラクト  

 

文部科学省は、高大接続改革を推進し、共通テストをはじめ大学入試問題の改革と

同時に大学改革，高校教育改革の３者１体改革を推進している。数学教育については、

小平（1984）が解答丸暗記学習により数学の問題は解けるが、数学を考えない学生の存

在を指摘してから既に約４０年の月日が流れた。高校生は未だに解答丸暗記学習から

脱却できず、数学的思考力も伸びているとは言い難い。こうした状況で、学力低下を解

決するには、高校の数学改善と大学の数学改善が結び付くことが大切であると思う。高

校の数学改善で大学の数学を学ぶために必要な見方・考え方を身につけ、それをスムー

ズに使える大学の数学改善があれば、高大接続改革の目標としている本来の数学が、

学べると考えられる。藤田（2020）は、数学概念による重層性の把握が、数学学習、数学

応用，数学開発に大切であると強調した。かつて公立高校数学で教えられていた平面

幾何等による幾何的なイメージの学びは、数学概念による重層性の把握となり高大接続

改革としての学力向上の一つの契機なるのではないかと思う。本稿では、大学の数学に

繋がる高校数学の理解という観点で、「握手問題」と「オイラーの多面体定理を使って正

多面体が５種類しかない事を証明する」を扱う。高校平面幾何と大学幾何学をつなぐ問

題として議論し、最近現場で数多く実践されている知識構成型ジグソー法という協調学

習の効果を検討する。 

⽬目次  
アブストラクト .................................................................................................... 31  
１ はじめに ..................................................................................................... 32  
２ 研究の目的と方法  ......................................................................................... 34  
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(2)自分で繰り返し考えられるまで教える ................................................................. 34  
(3)問題解決過程を振り返り言語化する授業実践  ..................................................... 35  
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(6)「オイラーの多面体定理を使って正多面体が 5 種類であることの証明」 ........................ 37  
(7)問題解決の過程を振り返り、言語化し概念を体系化する授業の継続  .......................... 38  
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(8)数学研究のポートフォリオとしてまとめる .............................................................. 39  
３ 教材  .......................................................................................................... 39  
（１）握手問題  ................................................................................................ 39  
（２）オイラーの多面体定理を使って正多面体が 5 種類しかないこと ................................ 41  

４ キャリアパスポートレポート（数学オリンピック研究で分かった事）  ................................... 46  
５ 考察  .......................................................................................................... 52  
参考文献  ....................................................................................................... 53  
 

１  はじめに  

高校数学の教育改革については、山浦（2021）が実践したように、初等数学としての高

校数学と大学の数学との接続改善という発想で道筋が明確になると思う。小松（1987）は、

数学が現代化されたことで、数学が初学者に分かりにくくなったと初等数学の課題を指

摘した。現代化された数学を高校生が如何に学ぶかということは、高校数学にとって課題

になっている。山浦（2021）は、大学のεδ論法を使って高校数学Ⅲの検定教科書を分

析する課題を学生に出した。εδ論法は、微分積分学の基本であるのと同時に、大学生

がつまずく最初の課題でもある。レポート課題は２つあり、（１）εδ論法の見方・考え方を

使って分析すること、（２）数学Ⅲの極限の意味がεδに繋がるためのストーリー作りであ

る。これは、関数の連続性の厳密な概念づくりの見事な指導方法であると思う。高校数学

における問題解決過程を振り返り、見方・考え方を教えた上で自分の思考した過程を言

葉で表現させる指導と同様の学習モデルではないかと思う。数学史の観点から考えると、

微分積分の論理が生まれた背景には、それなりのニーズがあるはずで、例えば連続性や

極値を厳密に定義する意味を掴むためには、厳密に定義するニーズの意味を掴まなくて

はならないので、意味を思考することから始まる。一方、高校生の数学学力低下の主たる

原因は、数学学習の姿勢がないところにあるのではないかと思う。小松（1987），河東

（2015）が指摘する数学を考える姿勢、「（１）繰り返し、自分が納得いくまで考える」「（２）

なぜこのように定義するのか、なぜこのような定理が成り立つのか、なぜこのような方針で

証明するのかを考える」「（３）数学を理解し言葉で表現させる。」という３つの見方・考え方

が、現在は失われ、「解き方が分かれば数学は分かる」という考え方が、高校生の主流に

なっている。その結果、高校生は問題の答えが出せると分かったと判断して思考を停止し、

それ以上深く考えないという学習が現実に行われている。解答の丸暗記学習が一向に

減らないのは、こうした学習の流れが影響している。実際の授業で、数学の本質に迫る学

習活動を行うためには、大学の数学に繋がる内容を選択することに加え、生徒それぞれ

の立場で学びに参加し、主体的に数学活動を行える体験が大切である。 

 木村（1987）は、ユークリッド幾何の問題についてベクトルの方法で解いた上で、ユークリ
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ッド幾何は少ない基礎知識で創意工夫や発見の喜びを感じられると数学モデルとしての

価値を認めている。さらに、ノーベル化学賞を受賞した福井博士の平面幾何重視の考え

も加えて教育的価値を認めている。学問的な体系比較として、ベクトルと平面幾何を比

較選択するのではなく、ユークリッド幾何のイメージをベクトルの学びに加える事に意味が

あるように思う。ヒルベルト–アインシュタイン優先権論争は、アクゼル（1999）によれば、アイ

ンシュタインは、独自に方程式を正しく導いたが、ヒルベルトはアインシュタインの研究が

発表されるまでは正しい方程式にたどりつけなかったという事実を説明している。ヒルベル

トは、現代数学の父と呼ばれる数学者であり、既知の数学の見方・考え方について第一

人者であることに疑いはない。従って、アインシュタインが共変方程式を解くための新しい

見方・考え方を発想できたのは、現代数学の形式的理解に加えた物理的イメージが、意

味を持っていたからではないかと思える。完全な論理構造を持つベクトルだけでなく、ベク

トルを生む母体となった古典幾何のイメージは、学習者が数学を使って思考する際に大

切なのではないかと考える。藤田（2020）は、数学が分かるためには、数学概念を身につ

けることで獲得された概念を元に他の概念との広がりや深さを把握するという重層性の把

握が、数学学習、数学応用，数学開発に大切であると強調した。辺と角度と図形の性質

に注目して論理展開する平面幾何イメージは、内積を使って辺と角度を式化し、図形の

性質を使った論理展開をするベクトルの幾何証明とは異なる。また、三角比による幾何問

題では、辺と角度の関係を三角比という式にまとめて図形の性質を使った論理展開をす

るので、平面幾何のイメージとは異なる。小松（1987）は、平面幾何の論証が不完全であ

る事を認めた上で、論理の対象を言葉だけに制限するのは、現代西洋の独断と偏見で

あると否定し、図形に代表されるイメージ操作は、言葉と同様に重要な思考形式であると

指摘している。福井博士が強調した平面幾何のイメージは、福井博士自身が言われてい

るようにノーベル賞研究の源ではないかと思う。オイラーの多面体定理を用いた正多面体

が５種類しかないことの証明は、平面幾何の古典幾何的な論理による世界を式化し、２

年生で学ぶベクトル平面の世界につなぐことのできる証明である。 

本研究では、協調学習の方法である知識構成型ジグソー法で「握手問題」を扱い、３

つの見方・考え方「①問題を解くには、問題の条件を掴み、関係を明らかにすれば解ける」

「②分からないものは何か、分かっているものは何かと区別して論理的関係をチェックする」

「③集合の要素と要素の関係を掴んで、1 対 1 対応を考え一般的な関係を掴む」を全員

の生徒に体験させ、この見方・考え方を使い、難問「オイラーの多面体定理を使って正多

面体が５種類であることの証明」に挑んだ。オイラーの多面体定理は、平面幾何から式に

よる幾何への橋渡しになる問題である。数学を考えるための３つの姿勢を強調しながら、

多くの生徒たちに難解な部分を、協同的な作業過程で数学活動を行わせ、数学の概念

として身に着けられることを目標に授業を構成してみた。さらに、高大接続のテーマになる

内容について問題解決過程を振り返る授業は継続して行った。同時に、希望者６名によ
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る数学オリンピックゼミも実施していたので、数学オリンピックゼミの課題として３月２６日に

キャリアパスポートを書かせた。数学的思考力のように大きな力は、一朝一夕には、伸び

ない。また、集合の要素の見方・考え方を体系的に行うことも大きな目標である。本課題

だけで数学的な思考力が伸びるとか、体系的な概念形成ができたという評価を行うには

無理がある。本稿では、６名の数学オリンピックゼミ参加者のレポートに注目し、本課題を

含む半年にわたる授業で学んだ数学を振り返り、生徒が自分の学びを表現したレポート

に質的分析を加え、評価する。 

  

２  研究の⽬目的と⽅方法  

 本稿では、授業として２つの方法を使った。（１）問題解決過程を振り返り見方・考え方

を言語化し、見方・考え方を使って数学的活動として意味を把握する。 (2)見方・考え方

を使った数学活動に協調学習を利用し、協調学習のスタイルで見方・考え方を使った意

味の表現をする。長期にわたる実践研究なので、目的を検討しながら対応する個別の方

法を示す。 

(1)地⽅方公⽴立⾼高校の教育  

新井（2019）は、資質能力の育成について地方公立高校教育の可能性に言及した。

私は神奈川県立希望ヶ丘高校において教育を受け、現在神奈川県立横浜緑ケ丘高校

で高校教育を行っている。また、埼玉県公立高校で約４０年の教師経験がある。私が２つ

の県の公立高校で知り得た事は、ノーベル物理学賞を受賞した小柴昌俊博士は、神奈

川県立横須賀（旧制）中学出身。小柴博士の弟子でノーベル物理学賞を受賞した梶田

隆章博士は、埼玉県立川越高校出身という事である。こうした経験から、地方の旧制中

学や公立高校で行われてきた教育には、資質能力を伸ばす要素があるのではないかと

考えた。私自身が約５０年前に受けた数学教育は、現在の私の様々な指導に生きている。

本稿では、自分自身が受けた教育経験や指導経験を比較をして考察する。 

(2)⾃自分で繰り返し考えられるまで教える  

田井（1994）は、言語をはじめ文化の伝達については、教えることが欠かせないとして、

教授と学習の一体化した教授学習過程を提案した。田井（1994）は、教えるときに学習

者の強い学習意欲にこたえるために３つの条件を挙げている。①学習者の学習意欲を知

る。②学習者が主体的学習を続けていけるようにすること。③学習者が内容や価値を十

分理解。正木（2012）は田井（1994）の教授スタイルを引用し、学習意欲に配慮した教え

は、教え込みではないと断言する。思考することは、学びの中心になる活動であるが、生

徒にいきなり考えろと言っても、どのように考えたらよいのか迷うだけである。見方・考え方
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を教え、それを使うことから概念の形成を行い、自発的に考えられるように指導し、育てる

ことが大切であると思う。市川（2020）は、数学の基本的原理を発見させることは、現実的

でなく、教師が分かりやすく教え、問題解決に取り組み深い理解を伴った習得を目指す

ことが、学力向上に結び付くと予見し、受容学習と発見学習のバランスを重視している。

希望ヶ丘高校の数学教育では、数学的思考の表現訓練は受けたが、厳密な表現力指

導は受けていない。レポート「ベクトル平面と複素数平面の違いを記せ」が出されたが、内

容の問題点については、細かな添削はされず、大まかに数学的な意味の理解があるかど

うかを評価して終わりになっていた。現代数学は、厳密な論理で構成されている。論理構

造に意味を付加することで数学概念を形成する事が課題であると思う。しかし数学概念

の形成については、自分自身で繰り返し数学について考え始める入り口までは教え表現

させ、内容は意図的に教えずに生徒自身で数学の世界を構築していくことを見守る姿勢

が大切ではないかと過去の経験から考えている。  

(3)問題解決過程を振り返り⾔言語化する授業実践  

 文部科学省（2018）は、数学の学習モデルとして問題解決過程の振り返りを示した。数

学の理解について、岡本（2019）は、道具，言葉，対象として３つを理解させないと数学と

しての理解にはならないと説明した。元々数学は道具として開発されているので、問題解

決をするときに応用でき、言葉としての他の人に伝えられれば、チームで問題解決ができ

る。しかし数学は、数学を対象として発展する側面があり、３年間の高校数学で発展する

数学の見方・考え方を理解しないと、大学の数学を理解することが困難になると指摘した。

２０２０年埼玉県立蕨高校で、６月２２日から９月３０日まで２年生に授業を行った。６月か

ら８月下旬まで、問題解決過程を説明する授業を行ったところ、生徒から「内積とは何

か？」という質問と「問題解決力を残り１か月でつけたい」と要望が出された。そこで、ベク

トルを対象とし線形代数に発展する内積の体系的見通しと意味を説明し、ベクトルの問

題については、問題解決過程を言語で表現しながら理解する授業を実践した。埼玉県

立蕨高校では、６月の時点で、クラスの３２名全員が解答丸暗記学習をしていたが、９月

の時点では、約半数が丸暗記をやめていた。そこで、協調学習で問題解決過程を言語

化する数学的活動を行うことから始め、平面図形等の問題解決過程を扱い、言語による

対話的な授業を行い、内積の意味の発展を説明した。９月２６日は、ベクトルの単元テス

トを行ったので、Ａ君とＢ君という二人の成績の変化を比較する。Ａ君は、２年になってか

ら模試も定期考査も学年トップで、アンケートによると解答丸暗記続けた生徒である。７月

の定期考査は、約９０点で学年１番であった。Ｂ君は、問題解決力をつけたいと申し出た

生徒で、７月の定期考査は、約７０点であった。授業で扱わない入試問題も含めて定期

考査より難易度を上げた９月の単元テストでは、Ａ君が約７０点で、Ｂ君が１００点となった。

恐らく解答丸暗記学習をしたＡ君は、数学の問題解決力は横ばい。対してＢ君は、問題
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解決力は伸びたのではないかと考えられる。 

   (4)知識構成型ジグソー法  

三宅（2011）は、協調学習の方法として知識構成型ジグソー法を開発した。知識構成

型ジグソー法というのは、２段階の協調学習による学習過程の組み合わせを行い、学習

過程に全員が参加できる協調学習の方法である。一段階目は、問題解決の過程を３つ

のエキスパート活動、二段階目はエキスパートを使って問題を解決するジグソー活動に分

ける。エキスパート活動では、問題解決の取り掛かりとなる根拠活動を３つのグループに

分け、それぞれを学んだ専門家に位置付ける。次に行うジグソー活動では、グループ替え

を行い、３つのエキスパートを学んだ生徒を一人ずつ配置し３人１グループで問題解決を

行う。教材は、それぞれのエキスパートが力を発揮できるように設計しておく。教材は、生

徒の実態に応じてヒントを用意しておくので、生徒だけで数学的活動を行うことができるよ

うに構成できる。ヒントが多く出されれば、簡単にゴールできてしまい、逆に学びの質を下

げてしまう。課題は、数学的活動を生徒自身の思考活動として問題解決過程を体験し、

深い学びを如何に引き起こせるかである。  

(5)「握⼿手問題」  

 赤（1976）は、現代数学は全て集合から組み立てられると断言する。実際に、大学の数

学を理解する際に、集合の要素間の論理を掴むことが大切である。そこで、こうした見方・

考え方ができるように「握手問題」を知識構成型ジグソー法で扱った。 

＜  握手問題  ＞ ４組８人の夫婦があるパーティに出席した。出席者の一人であるＡ氏

がパーティ終了後、他の７人にパ－ティで何人の人と握手したかを尋ねたところ、すべて

の人が違う回数を答えたという。Ａ氏の配偶者は何回握手したか。ただし、自分の配偶者

とは握手をしなかったとする。  

【問題は、条件を整理し、関係を掴めば解ける】この見方・考え方を、知識構成型ジグソ

ー法を用いて体験的に理解した。この見方・考え方はすべての問題に当てはまる基本的

な見方・考え方である。  

【数学では、分からないものは何か、分かっているものは何かと区別して論理的関係をチ

ェックする】という見方・考え方である。これをしないと、条件も関係も見えてこない。現実の

問題を考えるための最初の意味付けである。数学オリンピック問題では、わざと条件として

考える数が、握手人数であることを分かりにくく表現している。現実の問題を考えるときは、

いつでも条件が分かりやすく示されているわけではない。握手問題の場合は、「握手人数

を考えれば論理的に関係がつかめるな」と論理的に考える読解力も課題に含まれている。

例  未知数をｘと置いて関係を掴んで式を立てると問題が解ける・ 

【人を点と考えて関係を考える】この見方・考え方で、答えを見つけることができる。Ａさん
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が誰かを決めなくても関係がつかめれば、Ａさんが分かる。  

例１ 順列では、５人から３人を選んで３人を区別して 5Ｐ3 を得る。ところが組み合わせで

は、５人から３人を選ぶときには、３人を区別せずに 5Ｃ３を得る。 

例２ コインを２回投げる。裏１回、表 1 回となる確率は、いくつか？ 

ここでは逆に同じコインであるが、（表，表）（裏，表）（裏，裏）と区別をつけずに確率モデ

ルを捉えると、間違ってしまう例である。確率では、１回目と２回目のコインの裏表について、

根元事象を基に把握する。１回目に、大きなコインを投げて２回目に、小さなコインを投げ

ても表裏の確率は変わらない。確率モデルの根元事象は、４通りある。 

（表，表）（表，裏）（裏，表）（裏，裏）と確率モデルが見えれば、答えは簡単で、１/２ 

【要素と要素の対応を考えたときに、最大数６には最小数０の対応でないと配偶者条件

である０が存在しえなくなる】この見方・考え方は、進化する。握手問題の握手関係を捉え

るとき、８人の点を線で結んで、配偶者条件を合わせて関係を考えた。しかし８人の点から

逆に配偶者条件を見直すと、集合｛0,1,2,3,4,5,6｝から２つの要素を選択し、1 対 1 対応

をつける考え方が可能となる。握手終了後に配偶者条件を当てはめるのである。実はこ

の考え方に一般性があり、１００人５０組問題でも答えることができるので、見方・考え方の

進化と言える。対応を具体的につけると、（6,0）（5,1）（4、2）（3、3）と 1 対 1 対応している

ことが分かる。握手は、要素間の１対１対応と考えることが、一般性があると感じ取れること

が大切。握手の新定義を行う。握手は、集合の要素と要素が１対 1 に対応した状態とし

て捉え、等号関係（多面体証明では、辺と面及び辺と頂点）の意味として使われている。  

(6)「オイラーの多⾯面体定理を使って正多⾯面体が 5 種類であることの証明」  

 正多面体が５種類あることは、オイラーの多面体定理を持ちなくてもできる。目的は、正

多面体が５種類しかない事を理解する事だけではない。大切なことは、オイラーの多面体

定理の意味を把握することと、発達する数学の過程を理解する事。さらに、身近にあるこ

とを式で証明できるという数学の意義を理解することにある。本証明は、難解なので、４人

～６人のグループに分かれ、条件を整理する活動を協調学習で行った。例えば、正多面

体の条件では、正多面体のパーツになる模型を手に取って話し合いを行い、コミュニケー

ションを通じて、概念を深めた。 

① オイラーの多面体定理という条件の理解  

【頂点，辺，面を点と見る】頂点 ,辺 ,面についての見方・考え方が、古典幾何学から進化

している。点とすることで、計算の対象になる。 

【公式ｖ－ｅ+ｆ＝2 は、多面体の頂点を切り落として面を作っても成立する】公式の理解は

難しいが、以下の考え方で理解できる。（ｎ）多面体の頂点を一つ切り落とすと、面が一つ

増えるので、（ｎ+１）多面体になる。このとき、面に注目すると、ｆ＋１。辺に注目する時に切

り落とした頂点に集まる辺の数だけ辺が増えるので、その数をｘとおくと、辺は、ｅ＋ｘ。頂
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点は、切り落とした 1つはマイナスになるが、切り落とした辺に対応した頂点ができるので、

ｖ＋ｘ－１となる。すると公式の左辺は、（ｖ＋ｘ－１）－（ｅ＋ｘ）＋（ｆ＋１）となるので、オイラ

ーの定理であるｖ－ｅ+ｆ＝2 は、成立している。 

【公式が成立すれば、多面体になっている】多面体を作り上げながら数の関係を見るとい

う見方・考え方を基にするという見方・考え方ができる。これは、正多面体が５種類しかな

い事の分類条件を導くための大切な条件である。  

② 正多面体という条件は、一つの頂点をもとにしたパーツとしてみると、M という正多角形

の辺の数と、一つの頂点に集まる辺の数 N という要素でパーツが作れる。 

【パーツを集めると正多面体ができ】実際に模型を手に取って、パーツを集めると正多面

体が出来上がる。体験的に理解することが大切である。  

【オイラーの公式が成立すると多面体になっている】出来上がった多面体が、本当に多面

体になっているのか。正多面体であることの保証は、オイラーの公式が成立すればできる。

一見正多面体に見える空間図形の辺と辺のわずかな隙間もないことが、オイラーの公式

で確認できる。 

③ ２つの条件の握手関係を要素間の幾何的な関係として掴む  

 当時の公立高校では、「自分が教えられた時には、関係を等式が成立しているという理

解でなく、要素間の関係について幾何的対応を確認してからの等式理解と見ないとだめ

だ」と言われた。また、将来の大学の数学を学ぶために必要であるという指導であった。  

【Ｍｆという要素の幾何的な関係は、辺が２つの面をつないでおり、Ｍｆでは 2 重にカウント

されているので、全ての要素で 1 対 1 対応（握手）しているので、Ｍｆ＝２ｅが成り立つ】。  

【Ｎｖという要素の幾何的な関係は、辺が 2 つの頂点を結んでおり、頂点と辺の積は、辺

の要素が 2 重カウントされているので、全ての要素で 1 対 1 対応（握手）しているので、Ｎ

ｖ＝２ｅが成り立つ】この２つの見方・考え方は、図を使って幾何関係の意味を説明した。

多面体条件の理解ができていると、素直に理解できていた。 

④ 整数論の問題として計算する 

得られた関係をオイラーの定理に代入し、計算すると正多面体が 5 種類しかないことが

証明できる。計算手続きは、整数論の初歩的な技術なので、証明自体は、簡単である。  

(7)問題解決の過程を振り返り、⾔言語化し概念を体系化する授業の継続  

 数学 A の教科書では、整数論が続いているので、ユークリッドの互除法について、古典

的な論理の理解でなく集合を使った公理的理解を行った。集合を利用した他の問題へ

の理解は、３つの２次不等式の共通解集合とｘ＞ｐの解集合との握手関係を掴む問題

（東大（2020）理系第 1 問），不定方程式､合同式，部屋割り論法に加え、演算×（－１）

の言語による説明とレポート課題などを行った。 
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(8)数学研究のポートフォリオとしてまとめる  

 数学オリンピックゼミをとは、来年の１月に行われる数学オリンピック予選に向けての少

人数のゼミで、講義の授業は４回実施し、最後の授業はリモートで行われた。高校数学と

大学の数学との関係と数学を考える姿勢、「（１）繰り返し、自分が納得いくまで考える」

「（２）なぜこのように定義するのか、なぜこのような定理が成り立つのか、なぜこのような方

針で証明するのかを考える」「（３）数学を理解し言葉で表現させる。」を強調して、数学オ

リンピック予選問題を通じて、自分自身の数学を研究して深めるように指導した。３月は、

１年年間のキャリアパスポートをまとめる時期であるので、今年最後の課題として。数学オ

リンピック授業で分かったことをまとめるキャリパスポート課題を出した。既に、何度も自身

の振り返りまでを書いたレポートを出させているので、ある程度の記述はできると考えられ

るが、生徒が、自分の数学的な思考を表現しやすいように７つのレポート例を提示してい

る。 

３  教材  

知識構成型ジグソー法では、下記内容で、エキスパートＡ，エキスパートＢ，エキスパートＣ，ジグソ

ー活動毎にＡ４のワークシートを作成する。エキスパート実施時は、エキスパートグループ毎に担当す

るワークシートを配布する。ジグソー活動時は、グループを３人１組に組み替えた後に、ジグソー活動

のワークシートを一人１枚ずつ配布する。エキスパート活動は、約２０分。ジグソー活動は、約３０分。

協調学習なので、班により、当然早い遅いは起こるが、主体的に活動できれば、授業の目的を達成

している。 

ポイントは、３つの見方・考え方「問題は、条件を整理し、関係を掴めば解ける」「数学では、分から

ないものは何か、分かっているものは何かと区別して論理的関係をチェックする」「集合の要素と要素

の関係を掴んで、1 対 1 対応を考え一般的な関係を掴む」を、次の授業以降で生徒自身が使って

いける点にある。 

オイラーの多面体定理の証明は、グラフ理論に結び付く方法で行ってみたが、あまり生徒の反応

は良くなかった。結局、「ｎ面体から（ｎ＋１）」面体をつくる説明」が生徒には、分かりやすかった。ｎ面

体の一つの頂点を切り落とし、（ｎ＋１）面体を作る。面 ｆは、+１。頂点ｖは、切り落とした頂点に繋がる

辺の数をｘとすると、ｖ＋ｘ－１。辺ｅは、切り落とした頂点に繋がる辺の数ｘだけ増えるので、ｅ＋ｘよっ

て、オイラーの公式ｖ-ｅ+ｆ＝2 は、（ｎ＋１）面体でも成立する。 

（１）握⼿手問題  
 

・エキスパートＡ 

仮にＡ氏とＢ氏とが、パーティで２回握手していたとします。問題のＡ氏の質問の後、Ｂ氏の握手人数

は変化するでしょうか？ 
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８人と握手したという人がいたとする。この答えは、本当か？理由も含めて答えなさい。  

A 氏の質問に対して、すべて違う回数を答えたという。その数を、具体的にすべてあげなさい 

ジグソー活動で、他のメンバーに説明できるように、エキスパート学習で自分が獲得したことを振り返

って、言葉で表現しなさい 

 

・エキスパートＢ 

最大の握手人数は、６と仮定します。この時、ある人の握手した回数が６であるとする時、６人握手

した人の配偶者の握手人数は、何の数字があてはまりますか？図を利用して、理由も含めて説明し

なさい。 

 

    ○   ○ 

○       ○ 

○          ○ 

       ○   ○ 

 

・エキスパート C 

ジグソー活動で、他のメンバーに説明できるように、エキスパート学習で自分が獲得したことを振り返

って、言葉で表現しなさい 

 下の図は、パーティの参加者と 6 人が握手した人◎との関係を、線を引いて図に示して

います。  

    ○    ○ 

6 人◎         ○ 

 

  ○            ○ 

        ○   ○ 

 5 人と握手した人と、その配偶者の握手数を考えてみてください。  

ジグソー活動で、他のメンバーに説明できるように、エキスパート学習で自分が獲得したことを振り

返って、言葉で表現しなさい 

 

・ジグソー活動  

エキスパート A の出席番号を班の番号にする。3 人で話し合い、発表者と記録者を決めて書いてく

ださい。最初に、各エキスパートで学んだものを他のメンバーに伝える。  

課題  A さんの配偶者の握手数は何回か？理由も言葉で説明しなさい。  
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（２）オイラーの多⾯面体定理を使って正多⾯面体が 5 種類しかないこと  

【問題解決過程】 

（０）見通し 

 証明を理解するときも 「条件を整理して、関係を掴めば、分かる」  ← ここに注意する。 

 グラフ理論の見方・考え方を使って証明する。ここで、使うのは、点と直線の関係の条件を使いなが

ら思考を進める握手問題の見方・考え方を思い出してほしい。オイラーの多面体定理は、頂点，辺，

面の３つの関係について、頂点を結びながら辺を増やすという作業を行って証明を行う。  

(1) 最初のアイディアは、凸多面体の一つの面をとって、立体を平面に押しつぶす作業である。例え

ば、直方体の一つの面をとって、そこを広げて平面に押しつぶすという作業をすると、図 1 の平面図

になる。 

 

(2)１つの辺を取り去っていることを忘れなければ、この図で頂点の数，辺の数，面の数を数えることが

全てできる。これが、グラフ理論のアイディアである。平面上で頂点の数，辺の数，面の数を数えなが

ら定理の証明を試みよう。 

 平面図形で、頂点の数，辺の数，面の数を数えてみると、表１のようになる。  

表 1 平面図形（三～六角形）の頂点の数辺の数面の数  

 三角形  四角形  五角形  六角形  

頂点の数  ｖ ３ ４ ５ ６ 

辺の数  ｅ ３ ４ ５ ６ 

面の数  ｆ １ １ １ １ 

この表では 平面図形では、 ｖ-ｅ+ｆ＝1 …② を満たしていることになる。普通の多角形では、辺

の数＝頂点の数で、面は１つなので、そうした見方でも②は、成り立つ。  

(3)図 1 を目指して、四角形の隣り合う２つの頂点を結んでみる。図 2 で、頂点は変わらず、辺の数は

〇               〇 

 

     〇     〇 

 

     〇     〇 

 

〇               〇 

図１  直方体を押しつぶした

平面  

オイラーの多面体定理  

凸多面体において、頂点の数＝ｖ，辺の数＝ｅ，面の数＝ｆ とすると  ｖ-ｅ+ｆ＝2 …① となる 
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一つ増えるが、面も一つ増え、②は成立する。 

 

 

 

 

  図 2                図 3                図 4              図 5 

 

図 3 で、頂点は一つ増え、辺の数は２つ増えるが、面も一つ増えるので、ｖ-ｅ+ｆ＝1…②は成立する。 

図４で、頂点は一つ増え、辺の数は２つ増えるが、面も一つ増えるので、ｖ-ｅ+ｆ＝1…②は成立する。 

図５で、頂点は２つ増え、辺の数は３つ増えるが、面も一つ増えるので、ｖ-ｅ+ｆ＝1…②は成立する。 

最後の作業で、図 1 の側面を立てて、面を一つ追加すると、頂点は変わらず、辺の数は変わらず、

面は一つ増えるので、ｖ-ｅ+ｆ＝２…①が成り立つ。以上の作業を、他の多面体でも行えば、全ての多

面体でオイラーの多面体定理は成り立つ 

 

【問題解決過程】 

(0)見通し 

証明を理解するときも  「条件を整理して、関係を掴めば、分かる」   

条件を一つ一つ考えてしていく。 

最初の分析は、正多面体とは何か？ 

例えば、正四面体を合わせた多面体はダメ。→辺の数が４つは３頂点  ３つが 2 頂点である。 

(1)正多面体は何なのかを最初に掴む必要がある。  

Ｍ：一つの面の辺の数（正何角形なのか） 

Ｎ：一つの頂点に集まる辺の数（＝面の数） 

正多面体の面は、正多角形なので、どうやって、正多角形を集めて作るか？と考えると、上の 2 条件

で一意に決まることが分かる。 

集められる正多角形は限られる→1 つの頂点に集める面の数が 3 つ以上。その時に内角の和が３６

０°以上は、ダメなはずである。 

表１ 頂点に集められる面の辺の数 M と一つの頂点の辺の数 N を角度の関係でみた 

オイラーの多面体定理、頂点の数＝ｖ，辺の数＝ｅ，面の数＝ｆ  とすると   ｖ-ｅ+ｆ＝2 …①  が

成り立つ。 

このことを使って、正多面体が 5 種類しかないことを証明せよ。 

 

正多面体は、 正 4 面体，正八面体，正 20 面体，正 6 面体，正 12 面体  の 5 種類  

正多面体の定義は、 

１：全ての面が合同な正多角形で構成されている。２：いずれの頂点に集まる辺の数（＝面の数）

も等しい 

３：凸多面体（へこんでない） 
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多角形  内角   N ３ 対応する多面

体  

N ４ 対応する多面

体  

N ５ 対 応 する多

面体  

正三角形  60° M 3 180° 正四面体  240° 正八面体  300° 正二十面体  

正四角形  90° M 4 270° 正六面体  × × × × 

正五角形  108° M 5 324° 正一二面体  × × × × 

正六角形  １２０°  M 6 ×  ×  ×  ×  ×  ×  

表で考えると、五つしか作れない事がすぐに分かる。辺の数 N（内角）×M（面の数）で予想できること

が分かる。 

M と N で正多面体のパーツができ、パーツを複数集めると正多面体になる。  

（M,N）＝（３，３） パーツ１個で 正四面体  

（M,N）＝（４，３） パーツ２個で 正六面体  

（M,N）＝（５，３） パーツ４個で 正１２面体  

（M,N）＝（３，４） パーツ２個で 正８面体  

（M,N）＝（３，５） パーツ４個で 正２０面体  

問  パーツについて、ＭとＮを入れて、言葉で説明しよう。  

＜言葉＞ 

正多面体は、パーツを集めれば作れる。パーツは、正Ｍ角形のＭと頂点に集まる辺の数Ｎで作ること

ができる。 

頂点に集まる面の角度に注目して整理すれば、正多面体は、５個しか無いことも分かる。５個しか無

いイメージは、なんとなく掴める。  

そこで、パーツができるかどうかをオイラーの多面体定理でチェックすればいい。  

できた多面体の頂点ｖ辺ｅ面ｆ  を数えてみると表の通りになる 

正多面体  正四面体  正六面体  正八面体  正十二面体  正二十面体  

頂点の数  ４ ８ ６ ２０ １２ 

辺の数  ６ １２ １２ ３０ ３０ 

面の数  ４ ６ ８ １２ ２０ 

(2)オイラーの公式という条件を理解する。 

問  パーツで作られた正多面体は、本当に多面体になっているか。もし  ｖ－ｅ＋ｆ＝２  が成り立って

いたら、作られた正多面体の面がゆがんでいたとか、面と面の間に微妙な隙間があるとかそんなこと

がないということになる。具体的にすべて計算してみよう。  

正 4 面体  

正 6 面体  

正 8 面体  

正 12 面体  
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正２０面体  

問  パーツでできた正多面体は、何故多面体であると言えるのか。言葉で説明しよう。  

＜言葉＞ 

パーツで作られた５つの正多面体は、オイラーの公式を満足するので、多面体である。  

(3) では、正多面体が本当に 5 種類だけであるのかを、オイラーの多面体定理を使って証明してみ

よう 

ｖ-ｅ+ｆ＝２ で、頂点の数ｖ 辺の数ｅ 面の数ｆ  

５つの多面体は、ＭとＮで一意に決まることが分かった。そこで、M と N とオイラーの多面体定理の関

係を考えて、多面体の辺の数に注目してから代入できる形にしてみる。ＭとＮとオイラーの公式の関

係をつける 

面の数ｆ個の正Ｍ角形では、辺の数は  Ｍｆ  ところが多面体上の一つの辺には２つの面が接してい

るので 

２ｅ  よって  

Ｍｆ＝２ｅ → f =  … ③ 

問  Ｍとｆの積の集合と２ｅの集合は、どんな関係にあるか？言葉で説明しなさい。  

＜言葉＞ 

Ｍ角形とオイラーの公式の辺の数ｆの積の要素は、オイラーの公式の辺の数ｅの 2 倍の要素と握手し

た 

ｖ個の頂点にそれぞれＮ本の辺が集まり  Ｎｖ ところが、一つの辺は２つの頂点を結ぶので２ｅ   

よって 

Ｎｖ＝２ｅ → v =  … ④ 

問  Ｎとｖの積の集合と、ｅの２倍の集合は、どのような関係にあるのか、言葉で説明しなさい。  

＜言葉＞ 

頂点に集まる辺の数Ｎとオイラーの公式の頂点数ｖの積の要素は、オイラーの公式の辺の数ｅの 2 倍

の要素と握手した 

③④をオイラーの公式①に代入すると、ＮＭとｅだけの式になる。  

(４ )ＭもＮも自然数なので、整数論の基礎的なテクニックでといていく。整数論の方法は、絞り込んで

いくということである。 

+ − 𝑒 = 2  

この式の左辺は、Ｍ，Ｎ，ｅが混在している。のでｅ＞0 で割ると 

+ − 1 =   

やはり、ｅ＞０より右辺は、正なので、 

+ − 1 > 0  

ＭとＮの関係にしていきたいので、ＭＮ＞0 をかける 

２Ｍ+２Ｎ-ＭＮ＞0 
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因数分解して、積にするのが普通なので、移行して整理すると  

ＭＮ－2Ｍ-2Ｎ＜0 

Ｍ（Ｎ-２）-２Ｎ+４-４＜０ 

Ｍ（Ｎ-２）-2（Ｎ－２）-4＜0 

（Ｍ－２）（Ｎ-２）＜4 

ＭもＮも３以上の整数で、Ｍ－２もＮ－２も整数なので、2 つの数の積は、 

(ⅰ)１×１の場合  

Ｍ－２＝1 かつＮ-2＝１より（Ｍ，Ｎ）＝（３，３） 

（ⅱ）２×１の場合  

Ｍ－２＝２かつＮ-2＝１より（Ｍ，Ｎ）＝（４，３） 

（ⅲ）１×２の場合  

Ｍ－２＝１かつＮ-2＝２より（Ｍ，Ｎ）＝（３，４） 

（ⅳ）３×１の場合  

Ｍ－２＝３かつＮ-2＝１より（Ｍ，Ｎ）＝（５，３） 

（ⅴ）１×３の場合  

Ｍ－２＝１かつＮ-2＝３より（Ｍ，Ｎ）＝（３，５） 

これ以外の場合は存在しないので、正多面体は５種類しか存在しない。 

 

＜言葉で、証明を振り返ってみよう＞ 

(1) 正多面体という条件は何かを掴む 

ここが、第一である。平面幾何でイメージされている頂点，辺，面のイメージを変えていく必要が

ある。式の変数として、こうしたものを点と捉え、関係を掴むのが現代の幾何学である。古典幾何

で学んだイメージを式で使えるように対応をつけてイメージすることが大切である。  

具体的には、ＭとＮで正多面体が一意に作り上げられることを掴むこと。つまり（Ｍ，Ｎ）では、

パーツしか作っていない。しかしパーツを組み合わせれば、（Ｍ，Ｎ）で正多面体が出来上がり、正

多面体の指標であるという見方・考え方を理解することが目的である。  

(2) オイラーの多面体定理と正多面体の関係を掴む 

パーツで作られた、正多面体が本当に多面体になっているかどうかを確認する作業である。当

たり前に思えるが、法則があることを感じ取ってほしい。オイラーの多面体の公式は、強力である。

ここでは、多面体であるならば、公式が成立するという見方・考え方が大切である。公式という条

件を捉えることが目的である。 

(3) 証明するために、Ｍ（多角形）とＮ（頂点への辺の数）と正多角形の辺ｅの関係を掴む  

「Ｍ角形のＭとオイラーの公式の辺の数ｆの積は、オイラーの公式の辺の数ｅの 2 倍と握手した」

「頂点に集まる辺の数Ｎとオイラーの公式の頂点数ｖの積は、オイラーの公式の辺の数ｅの 2 倍と

握手した」と２つの条件を結ぶ関係を理解できれば、関係式ができる。ここまでが、問題を解くた
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めの条件と関係であり、条件と関係がつかめれば問題が解ける。以上の条件と関係を掴むため

の見方・考え方は、物理，化学，計算機科学，言語学，社会科学等様々な分野に応用される。 

(4) 自然数Ｍ，Ｎ，ｅの 3 変数で式ができたので、あとは整数論のテクニックでＭとＮの値を絞り込むと   

整数値のセット５つしか出てこないことが分かる。 

因数分解など初等的なテクニックで、絞り込むことができ、５つしかないことが分かる。  

＜言葉による総合の振り返り＞ 

オイラーの公式で多面体が 5 つしかないことを証明する問題解決過程には、平面幾何で扱ってき

た辺，頂点，面を点と捉え、その関係を式で表すという現代幾何の見方・考え方で解いていくことが

できる。また、その理解には、「条件を整理し、関係を掴むと問題は解ける」という見方・考え方を元に、

それぞれのステップを言葉で表現すると分かる。式だけを眺めていても条件や関係の意味を把握す

ることはできない。点（条件）と線（関係）を結ぶ握手関係を言葉で表現することにより、集合の要素と

して見れば関係も明らかになる。高校の幾何が、式で分析する現代幾何に入った第一歩の問題で

あるのと同時に、握手関係を捉える見方・考え方を説明する問題なので、当時の公立高校で「この

問題が分かれば、数学が分かる」と言われるのではないかと思う。論理的に体系化されている高校幾

何が、オイラーの公式を通じて分析し、幾何を発展させたことを確認できる問題であり、化学に応用

するための要素が全て入っていたので、「化学に応用するための発想をここから得た」と福井謙一は

言ったのではないだろうか。 

 

４ キャリアパスポートレポート（数学オリンピック研究で分かった事） 

 

1 年  氏名   Ｔ Ｔ 

題名   部屋割り論法の考え方についての考察  

 問題「xy 座標平面において、異なる 5 つの格子点をランダムに選ぶ。このとき、2 つの格子点

を結ぶ線分の中点がまた格子点となる組合せが必ず存在することを示しなさい。」 

研究内容  

この問題では、部屋割り論法を使用します。名前は知っていても、どのように使えばよいかわか

らないこの手法を実際に考え、使うことで少し部屋割り論法をつかめた気がします。  

また、自分がこの問題を解く際に、なぜこうなるのかを強く考えて解くことができ、先生がよく言っ

ていた答えを出すだけでない解答ができたと感じ、この問題を取り上げようと考えました。  

分析  

 まず、「2 つの格子点を結ぶ線分の中点がまた格子点となる。」ということがどういうことなのか

を考える。 

 仮に、2 点の座標 A.B を、A（a.b）、B（c.d）とすると、中点の座標 C は 

C（a+c/2、b+d/2）となる。これが格子点ということは、 

a+c、b+d が偶数となる必要がある。· · · · · · · · · · ·①  
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  ①を踏まえて、実際に証明を考える。存在の証明では背理法が有効であるのでこれについ

て考える。すると、この問題では、格子点となる組合せが存在しないときの矛盾を考えなければ

ならない。つまり、a+c、b+d が全て奇数のときの矛盾である。しかし、これについての矛盾が思

いつかないので、背理法は諦め、違う証明方法を考える。 

 ここで、存在の証明によく用いられる部屋割り論法を考える。 

部屋割り論法は、n 個の部屋と n+1 人の人間について考える。したがって部屋と人間に当ては

まりそうな要素を考える必要がある。 

 この問題で検討することができる要素は ２つの格子点を結ぶ線分  と ５つの点の座標  

の２つであると考えられる。よって２つの要素について検討する。  

 ２つの格子点を結ぶ線分  

部屋割り論法は数を知っていることが前提なので線分の数を考える。本数は 5C2 より、10 本で

ある。よって部屋割り論法の n+1 は n+1=10 となることがわかる。つまり n=9 

したがって線分を 9 個に分類する必要がある。しかし、9 個に分類しようとすると①との関連性

がなくなり、正しい証明にならない。つまり線分に注目するのは正しい方法ではないと考えられ

る。 

  ５つの点の座標  

これはもう数が出ているので n+1=5 、n=4 つまり座標を 4 個に分類する必要がある。 

①も考慮に入れて考えると、x.y 座標を偶奇で分類することが妥当であると考えられる。 

つまり、以下のように分類する。 

（遇、遇）、（遇、奇）、（奇、遇）、（奇、奇） 

このように分類するとちょうど 4 種類であり、部屋割り論法が使える。 

部屋割り論法を使用すると、上の 4 種類のどれかのうち、少なくとも 1 つは 2 個存在することに

なる。言い換えると、x,y 座標の偶奇が一致する座標が必ず 1 組は存在するということである。

また、偶奇が一致している 2 つの数の和は全て偶数となることから、 

①が必ず満たされる。 

したがって題意は示された。 

＜振り返り＞ 

実際に文章にするとただの解答ではないので、拙い文章になったり正しい表現が思いつかなか

ったりと相当難しいなと感じました。 

でも、なぜこれを使わないのか、なぜこれを使うのか、の説明を盛り込むことができたので、自分

の理解もより深まった気がしたし、逆にこの解き方が合ってるのか、他の答え方はないのかなど

検討の余地が生まれいい勉強になったと感じました。  

 

素晴らしい、部屋割り論法を捉え、問題解決のために、条件を一つ一つ整理して関係を掴んでいる。

自分の考えを数学的に表現できているところも良いところです。整理の仕方が数学的で、数学的思
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考力が向上している証拠であることが分かる。大学の推薦入試では、研究した内容を答えなさいとか、

何故そう言えるのですか？という質問がなされるということです。じっくりと深く考えることが大切です。  

 

1 年  氏名  ＫＳ 

題名   「(-1)×(-1)=1 と-(-1)=1 の違い」という命題を証明する。 

研究内容  

 授業で取り扱ったこの問題には色々な考え方があります。深く考えずにこの 2 つの式を見ると

何が違うのか分かりませんが、今までに習ってきた知識を利用することで 2 つの式の違いを見

つけ、考えることができました。また、この問題を解くなかで視野を広げて考えるということが数学

的な見方・考え方のなかでも重要なことで、数学の本質的理解に繋がるのではないかと考えた

ので、この問題を研究しようと思いました。 

分析  

この問題ででてくる 2 つの式の違いを見つける方法を順に考えていく。 

1、演算を関数として考える 

2 つの式の違いを考えるため、()の中の-1 を文字に置き換えて客観的に式を見る。 

      (-1)=ａ  …①   とする。 

①をそれぞれの式に代入する。 

(-1)×(-1)=1↔ａ×ａ=1 

                        ａ^2=1…②  

-(-1)=1↔-ａ=1…③  

② ・③を比較すると、②はａ^2=1 となっておりａに入る数が-1 以外、つまり+1 でも成り立ってしま

う。一方③は-(-1)=1 でこの式を成立させるようなａの値は(-1)しか存在しない。これらのことか

ら、2 つの式の違いは、関数としてみると、解が 1 つに定まるか・定まらないかということがわかっ

た。 

２、演算で行われている計算方法の見方を変える  

2 つの式に含まれる四則演算を考える。 

まず、１つ目の式 (-1)×(-1)=1 は、(-1)という負の数同士を掛け合わせた式で乗法が主体の式

である。次に、2 つ目の式 -(-1)=1 は、(-1)を省略した-と(-1)を掛け合わせた式である。またこの

式はもう 1 つの見方がある。それは()の前の-を(-1)と見るのではなく、引くという減法の記号とし

て見る考え方である。下記のように考えるとき、 -の符号の前には０が省略されていることが分か

る。つまり、0-(-1)=1   ということだ。この 2 つ目の式は乗法と減法の 2 つの見方があることが

わかった。 

これらより、2 つの式の違いは乗法だけか乗法且つ減法の 2 つかの違いだと考えられる。 

３、写像を使って、集合の 1 対 1 対応を確認する 

写像とは、集合の 1 対 1 対応のこと。 
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A=(正の整数の集合 ) 

B=(負の整数の集合 ) 

×(-1)を集合 A と B の絶対値の等しい要素の握手関係 (1 対 1 対応 )と定義する。すると、 

(-1)×(-1)=1 となるので 1 つ目の式は成立する。-(マイナス符号 )について、A∋ａ(ａ>0)に対し

て、B∋ -ａと定義、B∋b(b<0)に対して、A∋ -b と定義すると、集合 A∪B と集合 A∪B の握手

関係が成立する。すると、-(-1)=1 となるので 2 つ目の式は成立する。 

(2 月 4 日配布プリントから引用 ) 

＜振り返り＞ 

1、2 の考えは中学校までの知識を活用した考えで、3 は高校で学んだことからの考えになりま

すが、3 については自分の力だけでは思いつかないなと感じました。 

この問題をもう一度深く考えたことで、発展的なところまで数学の理解を深められていないなと

痛感しました。もっと深い考えを持てるようにしていくことが今後の課題とわかったので、問題に

ついての疑問を少しでもいいから考えていこうと思います。 

 

良い着目点ですね。 

現代数学の公理系に気付いたところは、さすがです。  

数学の歴史では、専門家たちが論理を形成しますが、論理が発達していくと  

その分野の専門家しか分からない論理が生まれてきます。 

ユークリッドの互除法などは、そのようになった最初の例です。 

すると、ｒ＝ａーｂｑで、ｂとｒの公約数が何故、ａとｂの公約数に等しいのかは 

説明されていません。これを説明するには、公理で演算を抑え、集合としての公約数同志の関

係を数式で確認する必要があります。 

関数の関係に気づいたことも良い視点です。 

君たちは、陽関数ｙ＝ｆ（ｘ）しか学んでいませんが、これは、陰関数ｆ（ｘ、ｙ）＝0 に発展。将来的

には、コーシーの関数方程式になっていきます。  

また写像は、現代数学を理解するために重要な概念です。 

ここの部分は、8 人握手問題の解を出したときに、1 対 1 対応の論理を組み立てた時の考え方

と同じです。平面座標とｆ（ｘ、ｙ）＝0 との関係の理屈を考えることが理論の発展を理解するため

に大切な見方・考え方になります。 

 

1 年  氏名  NS 

題名   握手関係から見る正多面体が 5 種類しか存在しないことの証明  

研究内容  

授業で握手問題について考え、要素どうしの握手関係がわかると問題が解けると言われるので

他の問題に発展させました。 
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私は「オイラーの多面体定理を使った正多面体が 5 種類しか存在しないことの証明」に興味を

持ちました。 

まず、オイラーの多面体定理を理解するためにその証明を行いました。頂点 =v，辺=e，面=f と

いう 3 つの集合の要素に注目して進めます。平面図形の n 角形では v-e+f=1 を満たします。

また、n 角形の頂点を結ぶ線を書き入れていくと v-e+f=1 を満たします。最後に面をひとつ追加

すると、頂点と辺の数は変わらず面の数だけが 1 つ増えるの v-e+f=2 となります。 

簡単な平面図形の性質を利用して立体を作り上げていくように証明を進める発想が面白いと感

じました。 

これをもとに本題に移ります。 

正多面体が 5 種類しかないことの証明では M：1 つの面の辺の数  

N：1 つの頂点に集まる辺の数  

と置き、M，N と v，e，f の関係を考えました。 

辺の数を集合の要素としてみると、 

1 つの面の辺の数に注目して Mf=2eー①  

1 つの頂点に集まる辺の数に注目して Nv=2eー②  

が 1 対 1 対応になっています。ここで握手関係の考え方が使われています。  

そして、①②を整数論を使って絞り込んでいくと不等式の分類条件が現れます。最後に不等式

から場合分けをすると、M，N の組み合わせが出てきて正多面体が 5 種類であるとわかります。 

初めて見たときは図形だけで証明することしか考えられなかったが、握手関係、整数論、不等式

と、組み合わされて証明することが面白かったです。幾何学を式に発展させてとくという発想が

今までの自分になく勉強になりました。 

 

ｇｏｏｄですね。数学の発展の中の発想の転換が現代数学に繋がっていくところを捉えているとこ

ろが素晴らしい。古典的な幾何学は、辺や辺と辺のなす角度に注目して関係を掴みました。こ

れでは、できることが限られるわけです。 

ところが、正多面体が 5 種類しかない事は、幾何的な関係として、要素に注目して、面の辺と

辺、頂点と辺の関係を掴んで、式で計算して考えるところが現代数学です。  

高校では、2 年生でベクトルという分野に発展します。ポイントは、内積の意味を掴むことと、ベ

クトル方程式の意味を掴むことになります。ここは、その時期になったら、詳しく解説します。  

 

1 年  氏名  ＳＭ 

<題名>  握手問題  

 4 組 8 人の夫婦があるパーティに出席し、そのうちの 1 人である A 氏がパーティ終了後に他

の 7 人へ何人と握手したかを尋ねると、全員が違う数を答えた。このとき A 氏の配偶者は何回

握手したか。ただし、自分の配偶者とは握手をしなかったとする。  
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■   研究内容  

 この問題は握手関係を利用し、“1 対 1”対応を考えていくことで解ける問題です。私自身初め

はなかなか解答に辿り着けませんでしたが、グループ内での話し合いを重ねていくうちに構造を

理解することができました。初めて自分で答えを導き出し、人に説明できるまで理解を深めること

ができた問題であり、とても印象的だったので取り上げました。  

■   分析  

何人と握手をしたのか＝何回握手したのか＝握手回数  

 →この問題では握手回数を聞かれている 

自分の配偶者とは握手をしなかった 

 →握手回数はそれぞれ 0~7 回のいずれかである 

以上を踏まえて、実際に問題を解いていく。 

まず私は、条件を見やすくするために図に表すことにした。 

      ○   ●               4 組が向かい合っていると 

     ○            ○        考え、隣に並ぶのは配偶者  

     ○            ○  とする。 

      ○   ○ 

 そして、イメージしやすいように 8 人としてではなく、4 組の塊として考えていく。 

人を点と考え、握手を線として考えることで 1 対 1 の対応関係ができる。 

黒丸を A 氏として握手回数を最大の 6 回と仮定すると、A 氏の配偶者以外は握手回数が 1

回以上となる。つまりＡ氏の握手回数は 0 回である。つまり  （0,6） となる。 

同様にして考えていくと、その他の組の握手回数は  （1,5），（2,4），（3,3）となる。 

しかし問題文より全員が違う回数を答えた、とあるためこれでは答えに適していない。  

そこで、全員が違う回数を答えられるような組み合わせを考えていく。  

問題文には A 氏の回数は書かれていないので、A 氏の握手回数が 3 回のとき、残りの 7 人の

握手回数はそれぞれ   0,1,2,3,4,5,6 となり条件を満たす。 

したがって、解答は 3 回となる。 

                                                                                       

＜ 振り返り＞ 

最初に問題を見たときには手順が分からず、どのように解いていけばいいのか方向性が分かり

ませんでした。しかし、先生がいつもおっしゃっていた「分かっているものと分かっていないものを

区別して論理的関係を整理する」という見方・考え方の意味がよく分かった問題でした。  

 

良いところに気付きました。どこから、何を考えたらよいのか分からないとき、有効な見方・考え

方です。なにがなんだか分からないときに、条件を整理しなくては関係がつかめない。そこで、自

分が何を分かっているのか、分からないものは何かと探索することが大切です。数学は、こうした
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試行錯誤を繰り返していくうちに分かっていきます。分からないところと分かるところを明確にす

る。これは、数学の問題を解く時の基本です。何が分からないかを掴んでいくと自分で問題が解

けていきます。これをしないと、解き方を教えてもらって似た問題を解くという姿勢から脱却ができ

ません。新しい見方・考え方から、新しい関係を掴んでいくと、確実に数学的思考力が伸びてい

きます。大切なことは、分からない事を分かるための気付き方を掴み、それを自分のものにする

ことです。実は、ここは結構時間がかかりますが、繰り返し考えることで次第に自分のものになっ

ていきます。これが、教わったものを納得し、自分で問題を解けるようになる過程です。 

 

５  考察  

 本研究では、数学的思考力向上と集合の要素の関係からそこにある論理を掴むという

大きな課題を扱った。実践研究なので、1 月に募集した数学オリンピック参加者６名に絞

って質的分析を行った。数学オリンピック参加者は、数学的な課題への取り組みが良い

のではないかと考えて対象にした。課題に対しては、６名のうち４名が回答した。生徒のリ

ポートからは、生徒の数学的思考力は、高くなり始めたと感じられる。個々の生徒の言語

表現の内容をみると、確かに自分自身の思考を捉えて表現している。事前に提示した例

を使ってはいないところは、自分の数学的思考を捉えて表現を始められる段階になったと

言えるのではないかと思う。次に個別に、表現の問題点を確認してみる。ＫＳは、“２つ目

の式-(-1)=1 は、(-1)を省略した-と(-1)を掛け合わせた式”と書いているが、これが、トート

ロジーになっていることに気づいていない。普通のゼミでは教えるべきだが、あえて教えて

いない。ＮＳは、表現があいまいで、具体的な根拠が出ていない。そう思った根拠を言っ

てごらんと言いたくなるところだが、これもあえて教えていない。ＳＭは、“黒丸をＡ氏”と仮

定して考えている。多くの高校生は、Ａ氏を仮定したがる。決めつけると却って全体の関

係が分かりにくくなる問題なのだが、結果的に仮定を否定して正解に至っている。こうした

回り道をすることも貴重である。言葉による表現をして自分の考えを語り始めた時なので、

そうしたこともあえて教えていない。この時期に厳密に教えると、せっかく語りかけた自分の

概念が壊され、また教えられた概念を自分のものにしようとする受け身の姿勢に戻ってし

まうことが多いように感じるからである。私が高校生の頃、稚拙な私の表現を温かく見守っ

てくれたおかげで、考え続けることができたという地方公立高校時代の経験もある。表現

や問題点に対する注意は、さらに多くの問題について自分の経験を表現しながら少しず

つ行うことが望ましいと考えている。生徒自身の数学概念というものは、作り上げた生徒自

身の考えを大切にして育てるもので、教えることはできないのではないかと思う。 

問題解決過程でみると、条件を整理して関係を掴むように指導しているので、そうした

思考過程が現れている。“「分かっているものと分かっていないものを区別して論理的関

係を整理する」を使ったことで、理解が始まったと思える”という感想があった。この分析手
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法で考えることが習慣化すると、自発的に考えられるようになっていくと思う。問題解決とし

て問題を集合の要素同志の握手関係で理解する姿勢は、かなり進んでいると思う。４名

全員が、要素と要素間の握手の状況でどのような論理的関係があるのかという見方を使

っている。「オイラーの多面体定理の関係式を単なる式の理解ではなく、集合の要素間の

関係として捉えるように」という指導は、地方の公立高校で行われた指導の一つであるが、

単元平面幾何が高校数学から失われた後、なくなってしまったようである。残念ながら最

近の高校教育では、意図的に行われていないように思うが、こうした見方・考え方は、高

大接続課題として大切であると思う。  

 知識構成型ジグソー法は、重要な見方・考え方を体験的に学ばせる際に効果的である。

キャリアパスポートでＳＭが、研究内容の中で、“グループ内での話し合いを重ねていくう

ちに構造を理解することができました”と体験的な学びの過程を語っている。「問題は、条

件を整理すれば、解ける！」というような見方・考え方は、体験的に理解しないと、なかな

か使えるようにならない。言葉で説明されていても、生徒の立場では、どう使ったらよいかと

いう勘所が分からないようである。ＳＭは、知識構成型ジグソー法により使えるようになった

ことが、効果の一つとして読み取れたと思う。この後は、育てることであると思う。また、４名

の生徒が自分の数学的思考を表現できてたのは、握手問題を知識構成型ジグソーで体

験した結果であると考えている。  
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Rieszの表現定理 — 線型代数学からのアプローチ
日本大学大学院 総合基礎科学研究科 地球情報数理科学専攻 修士 1年

木村 圭佑 矢部 千尋
要旨

線型空間が与えられたとき, それを定義域とする連続な線型関数すべてからなる集合
には自然な和とスカラー倍が定義される. こうして定義される線型空間を, はじめに
与えられた線型空間の “ 共役 (双対)空間 ” という. 線型空間が完備な内積構造をも
つ Hilbert 空間の場合はその共役空間は, はじめに与える Hilbert 空間と同一視でき
る. Hilbert 空間に特有なこの著しい性質を保証するのが関数解析学の基本定理の一
つとして位置づけられている「Riesz の表現定理」である. 有限次元計量線型空間上
では, この定理の主張は線型代数学の知識のみを用いて証明できる. 本稿では, その証
明方法を無限次元 Hilbert 空間上の主張の証明に適用する際の隠された工夫を明確に
し, 考察する.

1 イントロダクション (木村)

実線型空間1 X に対して, 写像 � , � : X � X � R が「内積の公理」2 を満たすとき, この写像を「内積」とよび, X を, 内積 � , � を備えた内積空間という. X = (X, � , �) を内積空間とするとき, ||u|| =
�

�u, u� (u � X) によって定義される写像 X � {x � R | x � 0}は「ノルムの公理」3 を満たす. ノルムを備えた線型空間をノルム空間という. この言葉を使えば, 内積空間は (上記のようにして定義されるノルムを備えた) ノルム空間である, ということができる. こうして, 内積空間にはベクトルの収束の概念が導入できるので, 完備

1本稿の内容は, 複素数 C 上の線型空間でもそのまま通用するが, 簡単のためここでは実数 R 上の線型空間である「実線型空間」に対する記述にする.
2【内積の公理】

(i) �u, u� � 0 (u � X)

(ii) �u, v� = �v, u� (u, v � X)

(iii) �u, v� は u, v のそれぞれについて線型である (この性質は “ 双線型性 ” とよばれる).

3【ノルムの公理】
(i) ||u|| � 0 (u � X) であり, 特に等号については, ||v|| = 0

i��� v = 0

(ii) ||�u|| = |�|||u|| (� � R, u � X)

(iii) ||u + v|| � |u|| + ||v|| (u, v � X)
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性4の概念を定義することができる. 特に, 完備性を有する内積空間のことをHilbert 空間という.以下, H = (H, � , �) を Hilbert 空間とする. H で定義された実数値線型関数のことを線型汎関数5という. 特に, 有界な線型汎関数を有界線型汎関数という. ここで, 線型汎関数 f が “ 有界である ” とは,

sup
�u�=1

|f(u)| < +� (1.1)

という意味での有界性が成り立つことである6. H 上の有界線型汎関数すべてからなる集合を H� と記し, これを H の共役空間という. H� の元 f, g および実数 k に対して
�

(f + g)(u) := f(u) + g(u)

(kf)(u) := kf(u)
(u � H)

によって和とスカラー倍を定義すれば, H� は線型空間になる.

Hilbert 空間上で定義される最も基本的な有界線型汎関数は, a � H を任意に選んで固定されたベクトルとするとき, 次式で定義される汎関数である:

fa(u) := �u, a� (u � H) (1.2)

これは有界線型汎関数である. 実際, fa(·) が線型であることは内積の双線型性から従う.また, 有界性は内積の公理から導かれる Schwarz の不等式
����u, a�

���� ||u|| · ||a|| (u � H)

を用いれば直ちに証明できる. (1.2) で紹介したタイプの有界線型汎関数はほんの一例に過ぎない. しかし, Hilbert 空間上では, 実はこのように内積によって定義される例以外には有界線型汎関数は存在しない7, という著しい事実が証明される. このことを主張しているのが, 本稿の主題となる次の定理である:

Rieszの表現定理� �
H をHilbert 空間とする. このとき, H 上の任意の有界線型汎関数に対して, ベクトル a � H が一意に存在して, 次の等式が成り立つ:

f(u) = �u, a� (u � H)� �
4完備性とは「その空間の任意の Cauchy 列が収束列である」という性質である. 点列 (uj) が Cauchy列であるとは, lim

i,j��
||ui � uj || = 0 が成り立つことである.

5Hilbert 空間の最も重要な例は, 2乗可積分関数からなる L2-空間である. この空間を扱う際は, 空間の元である関数と, 空間上で定義される関数の二種類の関数を扱うことになるため混乱する. そこで, 後者を
“ 汎 ” 関数と呼んで明確に区別する. この名称が抽象的な設定でも使われるようになった.

6Section 3 の射影定理の下の (注意) で述べるように, 線型汎関数が有界であることは, それが通常の意味で連続であることと同値である.
7H から H� への写像を a � H �� fa � H� と定義すれば, Riesz の表現定理は, この写像が全射であることを示している. この写像はそもそも単射であり線型だから, このことと合わせることにより, H と H�

は線型同型であるということが分かる. こうして, H と H� が「同一視」される.
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定理がその存在を主張するベクトル a は f の核 Ker f = {v � H | f(v) = 0} の直交補空間 (Ker f)� := {v � H |�w � Ker f, �v, w� = 0} に属する 0 でないベクトル � の正規化
�̃ := �

||�|| を用いて,

a = f(�̃)�̃ (1.3)

として具体的に与えられる. こうして, 内積の双線型性を使えば定理の主張する等式は次のように書き換えることができる:� �
f(u) = �u, �̃�f(�̃) (u � H) (1.4)� �

Rieszの表現定理のベクトル aが, (1.3)式で具体的に与えられ,しかも, � として (Ker f)�

に属する (0 でない)いかなるベクトルを選んでも良い, という専門書の記述を深く理解しようとしたことが, 筆者たちに関数解析学を線型代数学の延長上にとらえてみる, という視点を与えてくれた.本稿の目的は, 有限次元線型空間上での証明を無限次元 Hilbert 空間上での証明に適用するために, どのような工夫が隠されているかを明確にすることである.

2 有限次元空間上での考察 (木村)

2.1 n 次元ユークリッド空間
n を任意の自然数とし, f : Rn � R の線型関数とする8. ただし, 恒等的に 0 値をとる関数は構造としては自明だから, 以下の議論から除外する. e1, · · · , en を Rn の標準基底とする. u � Rn を任意の元とし, u = u1e1 + · · · + unen (u1, . . . , un � R) と表されるとすると, f の線型性により, 次式が成り立つ:

f(u) = f(u1e1 + · · · + unen) = f(e1)u1 + · · · + f(en)un

よって, a := f(e1)e1 + · · · + f(en)en とおけば9, 次の等式を得る:

f(u) = �a, u� (u � Rn) (2.1)

ただし, � , � は Rn の標準内積である. f は恒等的に 0 ではないと仮定したので, 特に
a �= 0 であることに注意する. さて, 等式 (2.1) より, ベクトル a は (Ker f)� の元であることがわかる. u � H として特に u = a を代入すると, f(a) = �a, a� = ||a||2 が得られる.よって, 両辺を ||a|| ( �= 0) で割ることができて, 再び f の線型性に注意すれば次式を得る:

||a|| = f
� a

||a||

�

8n 次元ユークリッド空間上の線型関数は必然的に「有界」である.
9線型代数学では, a の成分を並べた行列を線型写像 f に対する「表現行列」という.
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これは, a が大きさ f( a
||a||) のベクトルであることを意味する. 従って,

a = f
� a

||a||

� a

||a||

これを (2.1) の右辺の a に代入して
f(u) =

�
u, f

� a

||a||

� a

||a||

�

=
�
u,

a

||a||

�
f
� a

||a||

�
(� 内積の線型性)

こうして, �̃ = a
||a|| とおけば, 結論 (1.4) を得ることができる.

等式 (2.1) を手掛かりとして, 考察できたことをまとめると次の通りである. 線型関数
f : Rn � R に対して, Ker f は 1つのベクトル a に直交するベクトルの集合だから
(n � 1) 次元部分空間であり, その直交補空間 (Ker f)� は a によって生成される 1次元部分空間である. 線型関数の値 f(u) は, u と, 一意的に決定されるKer f の単位法線ベクトル �̃ � (Ker f)� の内積によって与えられる u と Ker f の「(符号付きの)垂直距離」と
f(�̃) の積によって決定される.

2.2 有限次元計量線型空間
前節の考察に基づいて, 内積 � , � が定義された線型空間 “ 有限次元計量線型空間 ” 上の線型関数10 に対して (1.4) を証明する. n を自然数とし, V を n 次元計量線型空間とする.

f を V 上の線型関数とし, 前節と同様に f �� 0 とする. 本節の証明は次節の「無限次元
Hilbert 空間上での証明」への適用を意識して, 前節とは異なり表現行列を用いないで証明してみる. 線型代数学の「シュミットの直交化法」を使うことにより,

V = (Ker f) � (Ker f)� (2.2)

という事実が証明できる. � は 2つの部分空間の “ 直和 ” を意味する. すなわち, 任意のベクトル v に対して部分空間 Ker f に属する元 v

�と部分空間 (Ker f)� に属する元 v�

が一意的に存在して, v = v

�

+ v� (これを v の直交分解という)と表現できる. (2.2) より, 線型空間の直和分解の性質を使えば
dim V = dim(Ker f) + dim(Ker f)� (2.3)

が得られる. ただし, 線型空間 X に対して dim X は X の次元を意味する. 一方, やはり線型代数学で良く知られた写像に関する次元定理より
dim V = dim(Ker f) + dim(Imf)

10有限次元計量線型空間上の線型関数は必然的に「有界」である.
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が成り立つ. ただし, Imf は f の「像」を意味する: Imf := {f(v) � R | v � V }. 仮定
f �� 0 より Imf = R である. よって, dim(Imf) = dim R = 1 である. こうして, (2.3)より

dim(Ker f) = dim V � 1 = n � 1 (2.4)

このことから, Ker f の次元は n � 1 であり, (2.3) より, (Ker f)� の次元は 1 であることがわかる.さて, 任意の v � V に対して, v = v

�

+ v� を v の直交分解とするとき,

f(v) = f(v

�

+ v�) = f(v

�

) + f(v�) (� f の線型性)

= f(v�) (� v

�

� Ker f より f(v

�

) = 0)

v� が (Ker f)� に属する 0 でないベクトル � の正規化 �̃ を用いて, v� = �v, �̃��̃ と表せることが直交分解 (2.2) の議論から分かっていることに注意すれば, これで (1.4) の証明が完了する.

3 無限次元への移行に伴う工夫 (矢部)

有限次元内積空間に対する Riesz の表現定理の証明方法を無限次元の場合の証明に適用することを考える. ユークリッド空間に対しては線型写像を「表現行列」で書き表すだけで定理の証明が完了したが, 無限次元ではその証明方法は通用しない. そこで, 前節で表現行列に頼らない証明を試みた. しかし, それでもなお, 無限次元への拡張を実現するためには, 次のような困難な点がある.

[困難 1] 無限次元空間においては, 基底が可算集合であるかどうかすらわからないため,

“シュミットの直交化法 ”によって空間の直交分解を証明することができない.

[困難 2] “ 次元定理 ” を無限次元で考えることはできない.

これらの困難を以下の方針で回避する.

困難 1の回避 任意に選んで固定されたベクトルから最短距離にある部分空間上のベクトルを見つけることにより, 正射影の概念を定式化する「射影定理」11を証明する.

困難 2の回避 次元定理をバイパスし, dim(Ker f)� = 1 を直接証明する.

なお,これらの困難が回避できれば,無限次元 Hilbert空間上の Rieszの表現定理は, Section

2 の計量線型空間の場合と全く同じ方法で証明されることに注意する (よって, その記述は省略する).
11普段のゼミナールで長岡亮介先生より常 「々正射影こそが内積がもつ最も重要な性質である」ということを伺っていた. 現時点で長岡先生のお言葉の真意をどこまで深く理解できているかは, はなはだ自信のない所ではあるが, 筆者たちは無限次元空間で成り立つこの「射影定理」に出会うことで, 「内積の公理は双線型性を保証しているに過ぎないが, そのことから「最短距離」という直観と内積が 0 になるという直交性が整合する」という事実に遭遇し, 長岡先生のお言葉の深意をわずかながら理解できたように感じている.

— 61 —



3.1 困難1の回避: Hilbert 空間における直交分解
有限次元では, シュミットの直交化法によって構成される正規直交基底を用いてベクトルの直交分解を証明していた. これに対して基底が明確に与えられていない無限次元では,空間に仮定された完備性を利用して解析的な手法によって直交分解を証明する.

射影定理 (ベクトルの直交分解)� �
H を Hilbert 空間, L をその閉部分空間とし,

L� = {v � H | �w � L, �v, w� = 0}

とする. このとき, 任意の x � H に対し, 次の等式を満たす x

�

� L, x� � L� が一意に存在する.

x = x

�

+ x�� �
(注意) Riesz の表現定理における f は有界線型汎関数だから, sup

||u||=1
|f(u)| < +� が成り

立つ ((1.1) 参照). この上限値を M とおけば,

|f(u)| � M ||u|| for u � H

が導かれる. このことから f(u) は写像として普通の意味で u = 0 で連続であり, 線型性から f は H 上の任意の点で連続である. 部分空間 Ker f が閉集合 {0} の f による逆像であることを思い出せば, それが H の閉集合 であることが従う. よって, 特に上に述べた一般定理は L = Ker f として適用することができる.

射影定理の証明
• 一意性 x

�

1 , x

�

2 � L, x�
1 , x�

2 � L� が
x = x

�

1 + x�
1 = x

�

2 + x�
2

を満たすと仮定する. このとき, 次の式を得る.

x

�

1 � x

�

2 = x�
2 � x�

1

L,L� はともに H の部分空間であるので, x

�

1 � x

�

2 � L, x�
2 � x�

1 � L�. 従って,

x

�

1 � x

�

2 = x�
2 � x�

1 � L � L� = {0}

よって, x

�

1 = x

�

2 , x�
1 = x�

2 を得る.

• 存在 次の 2段階に分けて証明する.

(Step 1) 等式 �x � y� = inf
h�L

�x � h� を満たす y � L の存在を証明する.
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(Step 2) y � L を (Step 1) の通りとするとき, (x � y) � L が成り立つことを証明する.

Step 1 x � H を任意に固定し, � = inf
h�L

�x � h� とおく. inf の性質より, 点列 (hn) � L

が存在して次が成り立つ12.

�x � hn� �� inf
h�L

�x � h� (n � �) (3.1)

このとき,

�y � H s.t. hn �� y (n � �) (3.2)

を示すせば良い. 何故ならば, 仮定より L は閉集合だから y � L であり, さらに, ノルムの連続性から
�x � hn� �� �x � y� (n � �)

よって, (3.1) を思い出せば, 極限の一意性より,

�x � y� = inf
h�L

�x � h�

従って, (Step 1) の証明が完了する.以下, (3.2) を証明する. X は仮定より完備であるので, (hn) が Cauchy 列であることを示ば良い. この目的のため, “ Hilbert 空間における中線定理 ” を使う.

Hilbert 空間における中線定理� �
X を内積空間とする. このとき, 任意の u, v � H に対し, 次の等式が成り立つ.

�u + v�2 + �u � v�2 = 2�u�2 + 2�v�2

� �
(証明)

�u + v�2 = �u + v, u � v� = �u�2 + 2�u, v� + �v�2

�u � v�2 = �u � v, u � v� = �u�2 � 2�u, v� + �v�2

12この事実からノルムの収束性は導けたことになるが, そのことから直ちに点列 (hn) の収束が導かれるわけではない. 実際, ベクトルは “ 向きと大きさ ” をもつ概念であり, ベクトルのノルムを考えることにより, 向きの情報が落とされ, “ 大きさ ” のみの情報になる. こうして, ベクトルの収束性から対応するノルムの収束性は一般に証明できるが, 逆は無条件では必ずしも証明できない. それを可能にするのが完備性である.
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2式を足して,

�u + v�2 + �u � v�2 = 2�u�2 + 2�v�2

結論を得る13. [中線定理の証明終わり]

さて, Hilbert 空間のベクトルにおいて中線定理を適用するために, hn と hm の中点 hn+hm
2をとる.

中線定理より,

a2 + b2 =
1

2
(c2 + d2) (3.3)

よって, a2 = 1
2(c

2 + d2) � b2. �
��������

��������

a =
1

2
�hn � hm�

b =
���
���x � hn + hm

2

���
���

c = �x � hn�
d = �x � hm�

を代入すれば,

�1

2
�hn � hm�

�2

=
1

2
(�x � hn�2 + �x � hm�2) �

���
���x � hn + hm

2

���
���
2

(3.4)

Lが部分空間であることより, hn+hm
2 � Lである14. よって, � の定義より,

����x� hn+hm
2

����� �であるから, (3.4) より
1

4
�hn � hm�2 � 1

2
(�x � hn�2 + �x � hm�2) � �2 (3.5)

ここで, n,m � � とすると, (3.5) の右辺は
1

2
(�x � hn�2 + �x � hm�2) � �2 �� 1

2
(�2 + �2) � �2 = 0

13この証明を見れば, 中線定理は中学数学で学ぶ展開公式の実数の積を, 内積で計算に置き換えることで得られる等式であることが分かる.
14L が単なる部分集合ならば, 証明はここで破綻する.
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となるのではさみうちの原理から
�hn � hm� �� 0 (n,m � �)

従って, 点列 (hn) はCauchy 列である.

Step 2 示すべきことは, x � y � L�, すなわち, 次式である:

�x � y, h� = 0 (h � L) (3.6)

実数 � を変数とする 1変数関数 � を次式で定義する:

�(�) = �x � y � �h�2 = �x � (y + �h)�2 (� � R)

このとき, (Step 1) より y は x からの最短距離だったので, y + �h � L に注意すれば �(�)は � = 0 のときに最小値をとることがわかる. また,

�(�) = �(x � y) � �h�2

= �x � y � �h, x � y � �h�
= �x � y�2 � 2��x � y, h� + �2�h�2

だから, �(�) は � = 0 で微分可能である. 以上から, ��(0) = 0 を得る. こうして
�x � y, h� = ��(0) = 0

となり, (3.6) が証明された.

3.2 困難2の回避: (Ker f)� の次元の考察
有限次元では, 本質的に次元定理に頼ることで, dim(Ker f)� の次元が 1 であることを証明していた. しかし, 無限次元 Hilbert 空間では次元定理に相当する定理を考えることはできない. そこで, 次元定理を経由することなく dim(Ker f)� = 1 を直接証明する.

主張� �
H を Hilbert 空間, f : H � R を有界線型汎関数とする. このとき, f �� 0 on H ならば,

dim(Ker f)� = 1� �
(証明) 背理法で証明する. 結論を否定すると,

dim(Ker f)� = 0 または dim(Ker f)� � 2
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(i) dim(Ker f)� = 0 のとき
このとき, (Ker f)� = {0} である. よって, 射影定理より, 任意の v � H に対して,ある v� � (Ker f)�, v

�

� Ker f が存在して, 次式が成り立つ.

v = v� + v

�

= 0 + v

�

(� (Ker f)� = {0})

よって, v � Ker f となるので, H � Ker f が証明された. 逆の包含関係は成り立つので, H = Ker f が示された. これは, 仮定 f �� 0 on H に矛盾する.

(ii) dim(Ker f)� � 2 のとき
このとき, (Ker f)� には少なくとも 2 個の線型独立なベクトルの組みが存在する.それらを e1, e2 � (Ker f)� とする. ここで, �, � � R を未知数とする次の代数方程式を考える.

�f(e1) + �f(e2) = 0 (3.7)

これは f の線型性より次のように書き換えられる:

f(�e1 + �e2) = 0

よって, �e1 + �e2 � Ker f となる. ところが, e1, e2 � (Ker f)� だから,

�e1 + �e2 � (Ker f) � (Ker f)� = {0}

{e1, e2} は線型独立だから (�, �) = (0, 0) でなければならない. よって, (3.7) 式を満たす (�, �) は (0, 0) のみであるから, f(e1), f(e2) は線型独立である, このことから
dim(Imf) � 2 が従うが, これは dim(Imf) � dim(R) = 1 に矛盾する.

4 [参考] 非有界線型汎関数の考察 (矢部)

Riesz の表現定理は, 有界線型汎関数に対して成り立つ主張であり, 非有界線型汎関数に対しては成り立ち得ない. 実際, f を非有界線型汎関数としてRiesz の表現定理の主張が成り立つのならば, あるベクトル a � H が存在して,

f(u) = �a, u� (u � H)

が成り立つ. この右辺を u の関数と見れば, Section 1 で述べた通りこれは有界線型汎関数であるが, 一方左辺は非有界線型汎関数だから, 矛盾するからである. Riesz の表現定理の証明において鍵となった (Ker f)� は, 非有界線型汎関数 f に対してはどうなるだろうか? これに答えを与えてくれえる次の命題を紹介する.

命題� �
H を Hilbert 空間とし, f が H 上の非有界線型汎関数であるとする. このとき, Ker fは H に稠密な部分空間である.� �
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この命題の証明はあとにまわし, 非有界線型汎関数に対して (Ker f)� は 0 ベクトルのみからなる部分空間になることを証明しよう. 0 ベクトルが (Ker f)� に属することは定義より直ちに従うので, 0 ベクトルでない a � H が (Ker f)� に属していると仮定して矛盾を導けばよい. このとき, 定義より任意の u � Ker f に対して �u, a� = 0 だから,

�u � a�2 = �u � a, u � a�
= ||u||2 � 2�u, a� + ||a||2

= ||u||2 + ||a||2 (� �u, a� = 0)

� ||a||2 > 0 (� a �= 0)

(4.1)

これは, Ker f が H において稠密であることに矛盾する.

最後に, 上述の命題を証明しよう:

命題の証明 Ker f が部分空間であることはすでに分かっているので, Ker f が H で稠密であることを証明する. 示すべきことは, 任意の x � H に対して, zn � x (n � �) を満たすKer f の元からなる点列 (zn) が存在することである. 仮定より, f は非有界であるので, 任意の n � N に対して, ||xn|| = 1 を満たす xn � H が存在して次式が成り立つ.

|f(xn)| > n (4.2)

x � H を任意の元とする. このとき, 点列 (zn) を次のように定義する:

zn = x � f(x)

f(xn)
xn (n � N)

((4.2) より特に |f(xn)| �= 0 だから, zn は well-defined であることに注意する). このとき,

zn � Ker f である. 実際,

f(zn) = f
�
x � f(x)

f(xn)
xn

�
= f(x) � f(x) (� f の線型性)

= 0

最後に, zn � x を証明しよう. 各 n � N について
�x � zn� =

���
���x �

�
x � f(x)

f(xn)
xn

����
���

=
���
���

f(x)

f(xn)
xn

���
���=

|f(x)|
|f(xn)|�xn� (� ノルムの公理)

=
|f(x)|
|f(xn)| (� �xn� = 1)

<
|f(x)|

n
(� (4.2))

最後の辺は n � � とするとき 0 に収束するので, はさみうち原理から目的の収束性が証明された.
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木村圭佑・矢部千尋共著論文:

「Riesz の表現定理 ― 線型代数学からのアプローチ」
について

大学数学科で現代数学を学ぶことと教員として初等数学の教育者として生きて
行くことにどのような関係があるのだろう．大学の教員の立場からは，ある意味
で自明すぎ，またある意味で自分の存在意義を問われる恐怖から敢えて積極的に
問おうとしない発問であり，大学を離れ，現場の実践に明け暮れる職業的立場を
獲得した教員からは，大学数学は，「遊び惚けいていたために勉強し損なったもの
の，教育現場では必要とされない知識に過ぎないので，いまさら勉強する必要性
をまったく感じない，高校以下の数学とは無関係な数理世界である」と思われて
いるようである．実際，筆者もこのような「あまりに正直」な告白を現場で聞い
てたじろいだ経験がある．
本投稿は，このような学校教育の底なし沼に似た凋落状況を嘆いている人間か
ら見ると，一服の清涼剤のようである．
論文自身の主題は，解析学のもっとも重要な定理の一つを，有限次元の計量線型
空間の場合と関数空間のような無限次元の完備な内積空間の場合とに分けて，外
観上異なる証明を与え，かつ，にもかからず，両者の間に存在する隠れた一貫性
を丹念に追ったものであり，それはそれとして読み応えがあるが，この小さい余
白に特筆すべきは，二人の論者が，自分達なりの理解の深化の軌跡を丁寧に追い
かけ，意味づけを与えようと努力した，『数学の学習ノート』となっている点であ
る．本の丸写し，丸暗記とは正反対に，愚直な，と形容して良いほど，自分自身
と数学に誠実に向かい合った記録として，二人の「青春の思い出」を超えた普遍
的な価値をもつと思う．中学生も高校生も自分達なりの『数学ノート』を日記の
ようにつけるべきなのだ．
本論考のおかげで，数学の教師にまず必要なのは，単なる上辺だけの数学的知
識ではなく，高尚な世界に憧れそれに少しでも接近し，その意味を理解しようと
する誠実な数学的知性と，自分自身の力を振り絞って自分なりの深い理解を追い
求める数理世界へのどん欲さであることを思い出させてもらった．その姿勢を放
棄させているのが今時の大学教育なら，ない方がましである．教員に科せられる
免許更新以上に，卒業生を通じて大学の教員免許の認定資格を厳しく審査すべき
であると思った．

P.H.
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第V部

Q and A
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完璧な作図はできないにもかかわらず中学 1年生では実際に定規とコンパスで作図させる単元があ
りますが，それにどのような意義があるのでしょうか？
私は「実用的な意味は全くなく，自分の書いた図形を批判的にとらえること，その作図で良い論理的
な証明を与えることによって生徒の数学的思考力を養うこと」が作図の意義であり，作図方法を暗
記させるだけの授業に意味はないと考えました。
ぜひ，皆様のご意見をお聞きしたいです。

一般会員 Cによる回答
まず最初に自明な誤解を自明に解きましょう。そもそも、いかなる装置を駆使しても「完璧な作図」は不可
能です。実用的な世界では、《実用に役立つ》という程度に「正確な作図」が求められているに過ぎないと私
は思います。それでもそんな程度の作図に基づいて、自動車もロケットも携帯電話も設計されて来たのです。
小学生、中学生、ときには高校生の作図まで「定規とコンパス」という道具に縛られて来たことには、ユー
クリッド Eukleidēs の『原論』Stoicheia の誤った解釈の、あまりに長く続いて来た伝統が影響していると思
われます。
他方、定規とコンパスというあまり高価でない素朴な道具を使うだけでそれなしには到底実現できない、そ
れなりに正確・完璧な図が描けることは、子どもにとっては、《驚愕の数学的体験》の一つであり、それなくし
ては、いかなる論証も空疎ではないでしょうか。いわゆる《証明》は「驚愕の体験の後からついて来る」のだ
と思います。
なお、数学的な思考は論証性だけにある分けではないと私は思います。「正しい手順を踏めば必ず正しい作
図が出来る」ことの《不思議を深く見つめる》こと自身が偉大な数学への出発点ではないでしょうか。
もちろん、「作図方法を暗記させる」だけで完了してしまう「教育」は、作図職人という職業がいまもあると
すれば、その職業教育として意味があるでしょうが、高校、そして大学までの教育を受ける人の数学教育とし
ては異様に感じます。厳しい言い方をするとすれば、数学を嫌いにさせないことにしか関心が行かない、数学
的な理論を知らず、ただ表層の厳密性だけに意気地なく拝跪する大衆迎合主義者が考えそうなことです。
いうまでもないことですが、「定規とコンパス」への限定には数学的に重要な「2次の代数拡大」への限定と
いう現代的な数学の意味が込められていて、前世紀には、「定規だけ」、「コンパスだけ」に絞る作図問題も華
やかな話題だったことは、併せて教師としては踏まえておきたい常識の一つでしょうね。

一般会員 Dによる回答
お悩みは、要するに、最近の学校では、「定規とコンパスによる作図」という単元があるけど，「定規とコン
パスの正しい使い方」のような技術的なことが話題となっているだけで、その作図で得られたものが正しいか
どうか考える時間がないちゅうことやろか．
批判的に考える，いうと、何や少し大袈裟に聞こえるんけど、反省してあれこれ考える時間的な余裕がな
い，ちゅうことやね．
初等幾何で「論理的な証明」を経験する，いうのは，「古き佳き時代の数学教育」の伝統やね．その伝統の重
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みを知らん，アホな「改革勢力」によって教科書まで塗換えられつつあるつうことやね．アホな話や．大体，
実用性を叫ぶ奴に限って，数学の本当の有用性をまったくといって良いくらいなーんも知らんのや．
気～付けなあかんのは，数学の教育に携わる自分達も、「数学的思考力」という御上がいい加減に「発出」す
る言葉を金科玉条として掲げるようでは世は終わり，ちゅうことや．何をもって《数学的》《思考》《力》いう
のか、日々の反省の中心課題やと思うな。意味がはっきりせんまま、「無批判的に」振り回すのは，アホを笑
えない危険なことや，思うで．アホの典型がどこかの役人が作成するドキュメントや．数学的思考を謡いなが
らどこにも数学が見当たらないんや。
教育の現場ちゅうのは，えらくぎょうさんの数学的、思考、力がうんとあってええんや．難しくいうと文化
的な寛容性ちゅう奴やね．釈迦に説法やけど，厳密な論証性、論理的体系性は、現代数学を生んだ理念の一つ
かもしれへんけど，学校数学の理念には、もっともっとぎょうさんの可能性を頭にいれた、言い換えれば「良
い加減」（最近の若者が使う「いい加減」とは違うで！）な理念とそのしなやかな運用がいつもいつも意識さ
れる方が良いんとちゃうか。
作図練習の例に関していえば、三角形の合同に関する知識を仮定しなくても、それぞれのレベルで確信を伴
う深い納得が達成されるなら、それはそれでいいんとちゃう？

一般会員 Eによる回答
私は中学高校の教員を 30年以上続けていますが，おっしゃる通り，中学校の数学で扱う作図に，どのよう
な実用的価値があるか，私自身も知りません．しかし，私自身が高校生の頃は，まだ盛んだった工業高校や，
いまでも続く工業高専 (高等専門学校)では「科学技術のさらなる発展」を支える人材育成が目標として掲げら
れているはずですから，いまも精密な作図技術は, CAD/CAM 演習と並んで重視されているものと思います．
そもそも，学習指導要領は，文科省の選んだ有識者，学識経験者，教育専門家，現場経験者，役人で構成さ
れる何段階もの審議会の答申を経て，極めて長い時間の審議を経て決定されているはずですから，その背景に
ある，一般教員には見えない膨大な議論を想像すると，「数学的思考力」や「論理的な証明」という，すでに古
い時代の紋切り型の言葉だけで，あまり気楽に批判すべきものではないと思います．
むしろ，学習指導要領が改訂される度に毎回新しく登場するキャッチコピー（新しい言葉）に新しい教育の
理念が盛り込まれているのですから，私達，現場教員に求められているのはこれを信じて暗唱するような謙虚
さと，行政トップの考え方の変化や時代の風に対する鋭敏さに他ならないと思います．
実用的価値がなく，数学的価値もないものが，学習指導要領に準拠して書かれ，それが準拠していると検定
を受けている教科書に堂々と載るはずがない，と私は一現場教員として日本の教育を信じています．

一般会員 Fによる回答
いただいたご質問とご意見をまとめると，「完璧な作図ができないのであれば，そこに実用的な意味は全く
ない．しかし，作図方法に対する証明などを通じて，批判的思考力や論理的思考力，さらにはそれらを含む数
学的思考力を養うことが中学 1年における作図という単元の意義である．」といったところでしょうか．そう
であるとして，回答とご意見を述べさせていただきます．
まず，そもそも “完璧な作図” とは何か？ ということをしっかりと考える必要があるかと思います．『原論』
の第 I巻における定義では，
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1. 点とは部分をもたないものである．
2. 線とは幅のない長さである．· · · · · ·

とはじまります．この定義に基づいたとすれば，“完璧な点”，“完璧な線分” はもちろん，“完璧な三角形” や
“完璧な四角形” は完全に我々の目には見えないものでなければならないため，そもそも作図自体が不可能に
なってしまいます．したがって，「“完璧な作図” を追い求めれば，その先に実用性への道が開かれる」という
前提は間違っています．
冒頭から少しばかりイジワルな回答をしてしまいましたが，あなたがいわんとすることが「作図という単元
の目的は，図形の正確性を追い求めることにあるわけではなく，作図の構成方法を試行錯誤することや，それ
を吟味することにある．したがって，建築物や構造物の設計図や製図に直接的に役立つ技術を学んでいるわけ
ではない」というものであるとすれば，それは概ね正しいといえます．しかし，設計図や製図に用いられる
「作図道具」がどんなに進化したとしても，幾何学的な基本図形は，やはり「円」と「直線」なのではないで
しょうか．例えば，放物線のような単純な曲線ひとつとっても，それを描くためには多角形で近似して描いて
いるにすぎません．その意味で，「定規とコンパスによる作図（円と直線を基本とした作図）」を学ぶことは，
設計や製図といった分野と実用的なつながりは薄いかもしれませんが，理論的な土台となっていることは確か
です．ここまでが前半のご質問に対する回答です．
次に，後半のご意見に対してですが，作図という単元における意義は，証明に先立って，まずはその構成方
法を試行錯誤して発見することにあるかと思います．特に，現行の学習指導要領では，中学 1年生で学ぶほと
んどの作図について，その正当性を証明するために必要となる「理論的な基礎（三角形の合同など）」*1はすべ
て中学 2年生以降で学ぶような順番となっておりますので，中学 1年生段階で作図方法を批判的に考察させた
としても，結果的には小学生時代に培った幾何学的な常識を改めて深化させるものにはなりえません．そんな
中でも，いくつかの限られた操作の組み合わせで，求める図形の作図方法を試行錯誤する難しさと，それを発
見する喜びは，批判的な視点は欠けているとしても，それなりに価値のあるものです．したがって，多少の違
いはありますが，「作図方法を暗記させることで，子供達からこの難しさと喜びの実体験を奪ってしまうよう
では，作図の単元を学ぶ意義は完全に失われてしまうことになる．」という結論はあなたと一致します．

*1 多くの皆さんがご存知のように，「三角形の合同条件」が定理ではなく，定義として導入されているような現状ですから，現行の検
定教科書においては，「理論的な基礎」と呼べるほどしっかりとした論理性と体系性をもったものにはなっておりません．
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線形代数において内積とは、線形空間の元の大きさやなす角を定義するために導入されたものだと
認識しています。そのため、高校数学でも上記の動機で内積を導入できないかと考えたのですが、そ
れは可能でしょうか？

一般会員 Cによる回答
大学の初年級の線型代数は、一般に、n を自然数として、IRn や ICn を、体 IR, IC 上で考えますので、その
元である vector の《実体》には手が届きません。そのために、一般線型空間を終えた後で計量線型空間の話
へと方向を換えて展開するのですが、このように、《公理的なスタイル》で議論を組み立てることの理由は、大
学以上では線型代数が、ほとんどすべての数学とその応用の基礎となる数学構造の一つであるからです。《広
範な応用可能性》を担保するためには抽象性が極めて重要ということです。
しかし、その副作用でしょうか、線型代数という現代数学の基本的手法に馴染めない大学生が少なくない、
という現実はとても残念です。
他方、高校では「大きさと向きをもった量」として矢印をつけた矢線ベクトルとして入るのが一般的ではな
いでしょうか。それが定義なら、そこから出発するのがもっとも自然であるように思います。
私自身は、高校数学で、初等的総合幾何（「ゆとり」で縮減された中学部分のしわ寄せ）、基本的解析幾何、
ベクトル (初歩的線型代数入門)、複素平面幾何（平面ベクトルの応用とか函数論入門というより主題は平面上
の変換論入門）、極座標（物理応用数学入門入門）を入り交えて、全部中途半端に教えるのは、非効率かつ不毛
であると感じています。
なお、体 F 上の線型空間 V の元 ��u , ��v の内積を、2元のなす角 � を用いて表現する

(��u , ��v ) = ||��u || · ||��v || · cos �

という関係式には、無限次元の Hilbert 空間上でも成り立つ Riesz の表現定理という有名な話題も関係してい
て、それなりに意味をもちます。言い換えれば、内積を公理的に導入すること自身は理論的に洗練されていま
すが、内積という概念の中心にあるのは双線型性と正射影 orthogonal projection およびそれと直交する補空
間であるので、垢抜けた定式化よりも、実質的な意味を外さないことがまずは大切ではないでしょうか。

一般会員 Dによる回答
高校数学と大学数学の立場が一致していることは、利点も大きいやろが利点を上回る危険も気～付けなあか
んで．大体の話，高校数学のベクトルは、「向きと大きさをもった量」という定義と「有向線分の表すベクト
ル」という奇妙な表現から出発するいう話やね．これ自身がおいらから見れば内積以上に奇怪も奇怪，大奇
怪や。
大学以上なら、「平面上の点集合 E 上の 2点 P,Qの順序対 (P,Q) に対して、関係 ～ を

(A, B)～(D, C) �� A, Bを平行移動して D, Cに重なる

と定義すると、これは同値関係になり、直積集合 E � E を 同値関係 ～で割ったときの同値類を要素とする

— 76 —



商集合 E � E/～ の要素をベクトルという。」といって定義の論理的問題は何とか解消出来るんやろけど，こ
れで学習者は深い納得が得られ、ベクトルを通じて新しい世界が開かれると期待するのはちと無理とちゃう？
論理だけで語り切ることの出来ない数学教育の深い底なし沼があることにもっともっと謙虚になるべきと
ちゃう。そして、もっと大切なんは，無邪気に沼のそばで遊ぶ子供達に、美しい蓮の姿を通してより深遠な沼
の魅力を伝える情報の開拓にもっと勤勉になるべきとちゃう？

一般会員 Eによる回答
そもそも高校数学の内積は，「線型代数の内積」ではなく，「高校数学 B のベクトルの内積」です．そして
高校数学の受益者は，一にも二にも，高校生であることを考えなければなりません．
高校生が，小学生のときから知っている「線分の長さ」や「線分のなす角」について新しい定義を与えるこ
とに数学的に大きな意味を発見できるなら，そしてそれが大学入学後の彼らの勉強にも「役に立つ」ことが確
実なら，そして，これがもっとも重要な点ですが，それが，いまの学習指導要領で定められている方法に準拠
した検定教科書で学ぶ生徒にとって学習上の何らかの利点か優位点に結び付くならば，やってみる価値は大い
にあるでしょうが，そんな自明な取組みが，学習指導要領や検定教科書にまったく見当たらないのは，おっ
しゃる新しい取組みが，正反対の評価しか受けていないという現実の結果に他ならないと思います．
そもそも，自分の教えた高校生だけが，他の高校生と数学の基礎概念の定義で話が合わなくなって，入試や
その後の人生で失敗したらと考えたら，僕にはこんな挑戦は無謀すぎると思います．唯一の可能性は，標準的
な定義と公理的な定義の両方を教え，かつ両者の IR2, IR3 に限定したときの理論的な同値性，後者の関数空間
を考えたときの理論的な優位性を高校生が理解するようにベクトルの学習に時間をかけることですが，そんな
無理が出来る余裕は私の環境では考えにくくく，標準的な理論構成で標準的な演習問題をこなし，大学入試に
向けて良い準備を備えてやることで頭が一杯です．私自身，正直に申せば，大学の線型代数もやっと単位を
とっただけで，関数解析にいたっては，実函数論に毛が生えた程度しか知りませんし．
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「拡張」と「一般化」は何を基準に使い分けていますか？ たとえば、大学のある講義で「余弦定理
は三平方の定理の拡張である」と習いましたが、これらの定理の主張は同値であり、「拡張」という
言い方には違和感があります。よろしくお願いします。

一般会員 Aによる回答
「B は A の一般化である」とは, B が A の性質をすべて含むことを指し, 他方,「B は A の拡張である」と
は, B が A の性質を部分的に含むことを指すと思います. 例えば「複素数は実数の拡張」とよく言いますが,

複素数には実数の性質である順序がありません. 以上の理由から, 「余弦定理は三平方の定理の一般化」とい
う言い方が正しいのではないかと思います.

一般会員 Bによる回答
ご質問の内容から，「定理」の関係に関するものと解釈します。
「定理 Bは，定理 Aの拡張である」，あるいは「一般化である」というのはどちらも，定理 Bが定理 Aを含
意する場合に用いられる表現だと思います。例えば，定理 Aが素数のみに関する定理（e.g. フェルマーの小
定理）で，定理 Bが定理 Aを含意するような整数一般に関する定理（e.g. オイラーの定理）である場合には，
「定理 Bは，定理 Aの拡張である」も「一般化である」も，どちらも適当な表現だと思います。その意味で，
私は上の「余弦定理は三平方の定理の拡張である」という表現に違和感を抱きませんし，もちろん「一般化で
ある」という表現にも違和感はありません。
ただ，例えば，「2次方程式」に関する何らかの定理 Aと，その定理 Aを含意する「1, 2, 3次方程式」に関
する定理 Bの関係については，「定理 Bは定理 Aの拡張である」という表現の方が「定理 Bは定理 Aの一般
化である」よりも妥当であるように感じます。というのも，この場合に「一般化である」というと，一般の n

次方程式に関する定理を想像してしまうように感じるからです。
あまり質問に寄り添った回答ではなく申し訳ないのですが，個人的な語感からの回答でした。

一般会員 Cによる回答
実に面白い問題提起ですね！ しかし厳密に「拡張」と「一般化」を区別して定式化するのは意外に難しいよ
うな気がします。無理を承知で、敢えてこの課題に挑戦すると、

• 拡張 : ある範囲で成立していた主張を、限定条件を取り払うことでよりより広範な範囲に妥当する主張
に言い換えること

• 一般化 : ある条件下で成立していた主張を、条件を緩めたより一般的な条件の下で成り立つ主張に取り
替えること

でしょうか。
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しかし、具体的な適用は正直に告白すると、かなり困難です。したがって以下は単なる心象に基づくもので
すが、敢えて披露します。

Einstein の特殊相対性理論は、Newton の古典力学の、「拡張」というよりは「一般化」であり（特別の場
合として後者を含んでいるものの自然な延長ではない）、また、一般距離空間 (X.d) はユークリッド的な世界
を相対化している点で、「拡張」というよりは「一般化」である（特別の場合として後者を含んでいるもののや
はり自然な延長ではない）という印象をもちます。
他方、2つの正の実数の相加平均相乗平均の不等式 a+b

2 �
�

ab に対し n 個の正の実数の相加平均相乗平
均の不等式

n�

k=1

ak

n
� n

�
�n

k=1ak

は、ごく自然な延長にあるので、2 を n に一般化したといっても良いのですが、単なる拡張という方がふさわ
しいような気がします。同じ意味で、一般位相空間 (X, O)も一般距離空間 (X, d) の拡張といって良いのでは
ないでしょうか。
しかし、反論も考えられます。私自身の内にも正反対の結論を述べたい衝動があるくらいです。
なお、「論理的に同値」という理由だけで、「拡張」を禁ずるのは危険だと思います。純粋に二つの命題 p, q

が論理的に同値であるなら、拡張もへったくれもありませんが、余弦定理と三平方の定理など具体的な数学的
主張にはそれを支える膨大な定理群、さらには公理群が存在するので、それらを単独に取り出して厳密な主張
を展開することには意味が乏しく、ときには危険性もある、と私は思います。

n 次元のユークリッド空間 (IRn, dn) の議論は、数直線、座標平面、座標空間での議論の「一般化」である
といっても「拡張」であるといっても実害はないし、実は、ここが一番大切な点ですが、 (IRn, dn) の議論が
(IR3, d3) の議論と論理的に同値であるはずがないものの「数学的には同じことしかやっていない！」という主
張も、明らかな間違いではなく考慮に値する、ということです。

一般会員 Dによる回答
もし違和感が、「余弦定理は三平方の定理の一般化である」と言い換えれば、解消されるなら、一般化とし
て良いのではありまへんか? わて自身はこの二つを使い分けて来たことがあらへん．
ところで，わてはあんさんが，同値を強調する流れで，「拡張」と「一般化」を論じてはるのが理解できひ
ん．どうでもええことやろうけど，Pappos の中線定理の方が Pythagoras の定理との関係を論ずるには余弦
定理ほど露骨でなくて，上品なわての好みや．考えてみて．

一般会員 Eによる回答
「大学のある講義」で習ったことの違和感をなぜその時に教員にぶつけなかったのでしょう．
私達教員はこのように未来を担う青年を指導するという立場にあるのですから，まず，それを明確に意識
し，言葉遣いに関しても，自分の指導について確実な根拠を探すべきだと思います．「いつ」「だれが」「どこ
で」どう発言しているか，典拠を探すのは基本でしょう．検定教科書，学習指導要領，指導書，一般には当て
にならないでしょうが各種学習参考書，‥です．
しかし，それが難しいときもあるでしょうね．自分なりの工夫で発した教室での発言には，終生，その責任
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が付きまとうことを教員一人一人はもっと深く覚悟を決めるべきだと思います．
そもそも質問者は「同値」という言葉を遣っていらっしゃいますが，これは純粋な意味で「論理的に同値」
と同値でないように思います．
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この問題の解答についてです。

問題． 実数 x, y が x2 + y2 � 1を満たしながら変化するとき，点 (x + y, xy) の動く領域を
図示せよ。

解答．
x + y = X,xy = Y とおく。
x2 + y2 � 1であるから (x + y)2 � 2xy � 1 すなわち X2 � 2Y � 1

したがって
Y � X2

2
� 1

2
· · · (1)

また，x, y は 2次方程式 t2 � (x + y)t + xy = 0 すなわち

t2 � Xt + Y = 0

の 2つの実数解であるから，判別式 D = X2 � 4Y について D � 0 より

Y � X2

4
· · · (2)

(1), (2) から
X2

2
� 1

2
� Y � X2

4

変数を x, y に置き換えて
x2

2
� 1

2
� y � x2

4

したがって，求める領域は下の図の灰色部分である。ただし，境界線は含む。

O

y

x

y = x2

4y = x2

2 � 1
2

解答の最後に X, Y を「変数 x, y に置き換えて」とありますが、この置き換えは必要でしょうか？
文字を何と置いても集合としては変わらないと思うので、置き換えは必要ないように思います。何
か数学的に文字を置き換えなければならない正当な理由があるのでしょうか？
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一般会員 Aによる回答
例えば, 集合の表記を用いれば以下の集合は等しいです:

�
(x, y) � R2

���
x2

2
� 1

2
� y � x2

4

�

�
(X, Y ) � R2

���
X2

2
� 1

2
� Y � X2

4

�

�
(�, �) � R2

���
�2

2
� 1

2
� � � �2

4

�

また高校数学で領域とは, 2次元平面内の集合のことを指すと思うので, 書き換えは必要ないと思います.

一般会員 Bによる回答
「数学的に正当な理由」は，ないと思います。もちろん承知の上で質問されているだろうと思うので，蛇足
にすぎないと思いますが，この解答の「気持ち」をあえて汲み取ると，求める領域を図示する以上は座標軸を
何らかの文字を用いて設定しなければならず，そこで，馴染みのある x 軸，y 軸を採用し，その表現に合わ
せたのだと推測します。当然，もとのまま X 軸，Y 軸を採用しても何ら問題はないため，置き換えは不要と
いってよいでしょう。

一般会員 Cによる回答
実に本質的なご質問でしかも深刻なものであると思います。
そもそも問題が、「点 (x + y, xy) の動く領域を図示せよ」とありますが、その点がどこにあるのか、まった
く言及されていないのが困ったことです。せめて「座標平面上に」のような限定が数学的には不可欠です。お
そらく出題者は、座標の関係式が得られたときに、それを図示すべき世界として座標平面以外を知らないで
しょうし、その無知を「生徒も分かっているはずがない」と立証困難な一方的言い訳で隠蔽することでしょう。
仮に「座標平面上に」とか一歩進んで「xy 平面上に」とあったらどうでしょうか。前者であれば、わざわ
ざ書き直すのは御指摘のとおりばかばかしいので、以上「(1)かつ (2)を満足する点 (X, Y ) を XY 平面に図
示すると」とやれば出題者以上の実力ですね！
もっともかなり昔から、x, y をそれぞれ横軸、縦軸の記号にもつ座標平面が使われてきました。その結果、
ある条件 p(x, y) で定まる座標平面上の図形を、その条件 p(x, y)自身と同一視する習慣が学校数学で伝統と
なって来ました。そのような座標を 流通座標 current coordinate と呼んだ時代もあります。現代ではそのよ
うな難しい概念的な言葉が失われ、形式だけがいまも通用しているという情けない状況です。
かつて一世を風靡した「数学教育の現代化運動」New Math movement の精神に基づけば、条件 p(x, y) で
定まる座標平面上の図形は、集合 {(x, y) | p(x, y)} ですから、集合記法が最小限でも分かっている人にならい
うまでもありませんが、{(x, y) | p(x, y)} = {(X, Y ) | p(X, Y )} ですから、書き直しは、単なる儀礼的なお作
法を超えて自分の無知と無理解を晒すようなものであると思います。
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一般会員 Dによる回答
この種のどうでも良いような事柄が「減点されない答案を作る」ための必須事項として、針小棒大に指導さ
れているという話やね。ばかばかしい、というしかあらへん。
だってな． �

X = x + y

Y = xy

とおいたんやろ．だったら，(x + y, xy) ＝ (X, Y ) なんだけん、XY 平面に図示するのが一番自然やろ? ちゃ
うか？
数学には、こういうどうでも良いようなことに、いちいちつまらない因縁を付けて来る反社の変な子分みた
いのが結構おるから気～付け～なあかんで。

一般会員 Eによる回答
生徒達は，中学生のときから，水平な右向きの x 軸，それと直交する上向きの y 軸で座標平面上のグラフを

x, y の方程式と同一視するほど，繰り返し反復して来ているのですから，最後の領域の図示は，x, y の条件と
して表現し，xy 平面に図示するという「一手間」を省くように指導するのは間違っていると私は思います．
私の抱える生徒達は決して東大に楽々と合格しやがてフィールズ賞を狙うような特別の才能に恵まれた若者
ではなく，良くても東大ぎりぎり合格，ふつうは有名私大に引っかかってくれれば，という程度ですから，合
否の判定に関わる 1点，2点は彼らにとって重要です．
採点は愚か，試験問題作成にすら時間と人力をかけられない弱小大学であれば，東大の先生なら笑い飛ばす
ような些細な瑕疵も入試では命取りになる可能性があると私は恐れるので，生徒に対する日常の指導は，「諸
君の徹底して将来のため」を合言葉に「特別礼法：減点されない答案の書き方」として，非数学的な指導とい
う非難を恐れずやっていて，生徒達からの声はいまいちですが，保護者の支持は圧到的です．
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2次方程式の解の存在条件は数学 1の「2次関数」で丁寧に展開されてますが，1次方程式について
同様のことはどこでも論じられていないような気がします。1次不等式も 2次不等式よりもずっと
手薄です。
なぜ 1次の方程式や不等式は，あまり論じられないのでしょうか？

一般会員 Bによる回答
まず，「（xについての）1次方程式」というと，単に「a, bを定数としたときの方程式 ax + b = 0のこと」
を指すのでなく，さらに「a �= 0」という条件が前提とされる場合が多いです。つまり，左辺の多項式がちょう
ど 1次になるものとして，0次以下の場合は含まないとします。この条件を前提とすると，方程式は x = � b

a

と変形することができます。そのため，「1次方程式は常に解をもつ」ということができます（「その係数体の
範囲で解をもつ」というのがより正確でしょうか）。すなわち，「1次方程式の解の存在条件」は，考えること
なく自明なものと言えると思います。1次不等式も同様に自明でしょう。
ただ，a = 0の場合も含めた方程式 ax + b = 0について，その解の存在条件は，確かに様々な場面で考え
る必要の生じる条件となります。例えば，「2直線 a1x + b1y + c1 = 0, a2x + b2y + c2 = 0の交点を通る直線
は，実数 k を用いて

(a1x + b1y + c1) + k(a2x + b2y + c2) = 0

と表されるが，直線 a2x + b2y + c2 = 0だけはこの方程式で表すことができない」ことは，上の方程式を k

についての方程式とみたときの解の存在条件からわかることです。ほかにも，解析幾何の定番問題として「定
数 k がすべての実数値をとって変化するときの直線 y = kx � k2 の通過領域を求める」ようなものがありま
すが，ここで変化する直線がより単純な直線 y = kxである場合を考えると，これも上の方程式の解の存在条
件を求める問題となります。

a, bを実数の定数としたとき，方程式 ax + b = 0の解の存在条件，すなわち

ax + b = 0となる実数 xが存在する �� a �= 0 または (a = 0 かつ b = 0)

は，その重要性に反して教科書ではほとんど触れられません。同様に，不等式に関して

ax + b > 0となる実数 xが存在する �� a �= 0 または (a = 0 かつ b > 0)

すべての実数 xについて ax + b > 0となる �� a = 0 かつ b > 0

もあまり取り上げられません。問題集などでは「数と式」という数学 Iの最初の単元で見かけることもありま
すが，教科書での扱いを想像すると「集合と論証」に先立つ場合が多いので，量化文どころか同値性にさえ
踏み込んで取り上げることは難しそうです。学習指導要領上では，2次不等式も，2次関数のグラフを用いて
「直観的に」扱うことが要請されているため，その解法の論理的な基礎となる必要十分条件

ab > 0 �� (a > 0 かつ b > 0) または (a < 0 かつ b < 0)

ab < 0 �� (a > 0 かつ b < 0) または (a < 0 かつ b > 0)
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さえ，どこで扱うものなのかが不明瞭です。
個人的には，数学 Iにおいて，論理の基本となる条件の扱いをおさえた上で，1次方程式・不等式，2次方
程式・不等式，2元 1次連立方程式などを整理する単元があると，後の学習の基盤となると思うのですが，そ
のような教科書は，現在ほとんど無いようです。

一般会員 Cによる回答
私自身は、この問に答える責任はないので、議会答弁のような場面なら「当局がお返事するまで私のお答え
を留保致します。」とまず答えるところですが、従来の経験から私が、推定することの出来るもっともありそ
うな「理由にならない理由」を想像してお答え致します。
それは、2 次方程式の方は、「教えること」がたくさんあり、生徒が「そのすべて」を理解するにも苦労があ
るので、多くの時間をかける必要があるし、入試問題への発展を考えれば数学 I, 数学 II の最重要単元である
が、他方、中学 1年生で学ぶ 1次方程式は、解もその解法も単純で、多元連立方程式や関数のグラフとの総合
的理解が学習指導要領上大幅に軽量化されたこともあって、その主題が、中学で扱うには重すぎ高校で扱うに
は軽すぎるという理由で、コウモリのような存在になってしまっている、という学習指導要領上の問題が直接
の原因、そして、2次方程式の表層的な「難しさ」に目を奪われてそこに 1次方程式が隠されていることに気
づかない数学的無知がまかり通っているという教育現場の数学的貧困が、より深刻な大きい原因でしょう。
高校数学でやたらに強調される

16

4x
= 2x+1

などの「指数方程式」、あるいは

sin 2x = 2 sin

�
�

3
� x

�
cos x (0 < x <

�

2
)

などの「三角方程式」も、実はそれぞれ、

4 � 2x = x + 1 > 0 x =
�

3
� xかつ 0 < x <

�

2

という 1次方程式、1次不等式の問題に過ぎません。
私がもっとも深刻だと思うのは、せっかく 2元連立方程式を話題としながら、中学生では、加減法やら代入
法やらを教えるだけで、唯一の確定解が求められない場合が完全に無視されていること、そして一方通行の解
法が教えられるだけで、必要性と十分性が混同されていること、そしてうんざりするようなたくさんの練習は
要らないけれどせめて 3元 1次はやっておいて損はないことです。高校生になってからこれを「現地調達」す
るのは、まるでロジスティクスを無視してインパール作戦を立案した陸軍参謀のようです。

一般会員 Dによる回答
そんなもん，本当に大切だと思うことに重点を勝手に移し替えて，思うようにやればいいんとちゃう? どう
せ，検定教科書なんて，えらい数学者は，名前を貸しているだけで，現場の「ベテラン」がきばって書きはっ
た原稿の細かいところなんて，偉い先生たちから見れば，ひどく間違っていなければ，どうでもいいんや，と
いうことや．
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要するに，検定教科書にしたがって教えたら，生徒達には責任もてん！ 検定教科書を無視して教えたら，定
年まで無事に勤めることしか念頭にない校長はともかく，同僚の執拗な嫉妬と， 子どもへの愛とかんちがえ
している monster 保護者のエゴイズムは覚悟せなあかん！

一般会員 Eによる回答
21世紀には，中学生，高校生に多くの数学的知識，科学的知識を身に付けさせてやることが教育に求めら
れている使命です．確かに最近の中学 1年生のカリキュラムは，数十年前と比較すると，1次方程式に限らず
軽量化が進んでいますが，それはその先に進むためのやむを得ない妥協案として文科省が決定していることで
すからしがない市井の一介の教員が疑問にもっても仕方がないことだと思います．1次方程式の面白さや奧の
深さを教えることなど，いまの教員に求められない，という認識がどこかにあるのかも知れませんが，これも
市井の一介の教員が考えて何とかなることではない，と思います．
大切なのは，少なくとも最近は，検定教科書に書かれていることをきちんと復元できることと，入試対策と
して，やや高級な過去問を素早く解く方法を頭にいれてあることだけが数学の教員に求められていることのす
べてであるという厳しい現実を凝視すべきだと思います．
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空間図形で「内接する球の半径を求めよ。」という問題をよく見かけますが，「内接する球」は厳密に
は定義されていないのではないですか？ そもそも存在するかどうかも，本来きちんと確認すべきで
はないでしょうか？「外接する球」も同様です。

一般会員 Cによる回答
空間図形でも凸多面体ならば、各面に接する球として、内接球を定義できるのではないでしょうか。円錐な
どの場合、接点が連続しますので、接することの定義から見直す必要もありましょう。しかしながら、一般の
多面体では、例えば角柱、角錐ですら内接球は存在が保証されていません。
外接球は本より論外です。
以上は、平面図形の多角形でも、4角形以上では、内接円、外接円を一般には考えることが出来ないのと同
様です。平面図形の場合、正多角形では両方とも考えることが出来るのですが、立体図形では、正多面体が不
自由なので、一般には無理なのです。むしろ立体図形で豊かに論じることが出来るのは正多面体に限る、とさ
えいえるかと思います。
しかし、球面上の隣り合う点どうしをうまく結んで出来る多面体や、球面上の点で接する平面どうしをうま
く繋いで出来る多面体として、内接多面体、外接多面体の概念に接近することはかろうじてできるものの、そ
れは、頂点の数／接点の数を無限にしたとき、球に内側と外側から接近していくであろうことが重要な存在理
由なのでしょう。

一般会員 Dによる回答
凸多面体であれば，すべての面に接する球でいいんとちゃう？ もちろん，存在はまったく別の話や．哲学
者なら「概念の内包が定義は，概念の外延が存在を含意しない」なんていうやろね．外接いう言葉は誤解の元
や，思うんで，この間違った日本の数学用語はもうそろそろ廃止すべき時期やと思うで．

一般会員 Eによる回答
教科書や入試問題で，内接球の一般的な定義が問題となっていることは滅多にないと思います．参考書や問
題集で踏み込みすぎている問題があるというだけではないでしょうか．
言い換えれば，中学，高校レベルの最近の幾何学的問題にしばしば見られる計量的傾向 — 内接球の概念に
関連する理論的な考察よりは，内接球の半径を求めるなどの実用的な計算に目標を変更している — は，国際
的な幾何教育の流れをわが国の文教行政なりに咀嚼している結果であると信じています．しがない市井の一介
の教員である私は，行政の政策を実現する末端としての役割に徹し，「計量が話題となっている問題があれば，
その存在はすでに仮定されいるので，生徒諸君は気にしないで安心して問題解法に取り組め」と指導すること
にしています．
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解析幾何やベクトル，複素数平面など，教科書で図形を扱う単元はいろいろとありますが，どの単元
でも，まず「内分点・外分点」について考えています。しかしこの「内分点・外分点」が，重要な概
念だとどうしても思えません。なぜどの単元でも「内分点・外分点」を考えることからはじまるので
しょうか？ そんなに重要な概念なのですか？

一般会員 Cによる回答
この質問に個人的に大賛成です。内分、外分は、線分をはじめ有限の世界に囚われて来た先人の負の遺産の
一つだと思います。そもそも数直線や実数の概念を学んでいるとき、いまさら m : n という古典的な表現自
身が間違いの元凶だと思います。

m : n は m
n : 1 とも 1 : n

m とも、また m
m+n : n

m+n とも表されるので、いっそのこと t = m
m+n とおいて、

t : (1 � t) とするか、比例の左右の項の間のバランスを気にするなら 1
2 + t : 1

2 � t とするか、でしょうか。
t : (1 � t) の場合は

��
AP = t

��
AB · · · · · · (�)

ということですから，点 Pが�
����

����

t � 0のときは 2点 A, Bを外分

0 < t < 1のときは 2点 A, Bを内分

t � 1のときは 2点 A, Bを外分
というだけです。
最後の表現なら、場合分けが�
����

����

t � � 1
2 のときは 2点 A, Bを外分

� 1
2 < t < 1

2 のときは 2点 A, Bを内分

t � 1
2 のときは 2点 A, Bを外分

となり、この方が分類として自然だと感ずる人もいるかも知れません。
数学的には、実は、内分、外分を一般化することでその手法の幾何学で《2点を通る直線》を扱うことが出
来ることを述べているのであると私は思います。当然ですが、(�) は直線 AB のパラメター表示です。
しかし、2点からの距離の比を一定とすることで、「線分の、内分 vs. 外分」という古典的な scheme を超
える業績がすでに アポロニオスによって達成されていることに留意しましょう。

一般会員 Dによる回答
他の出版社の人が書いていると，「うちも書かなあかん」いうだけで，理論的に重要だから，思うて書いて
いる責任感の強い書き手はんがいてはるとは思わんなぁ．他の部分を斜め読みしても，数学を感じさせる文に
巡り合うことはまずあらへん．要するに今時の検定教科書は，基本問題集なんやね．学問の基礎を固める書物
ではなく，数学の授業という退屈な時間を上手に過ごせたと教師が思って満足するための数学が分かっていな
い教師がそれでも数学教師を勤めた気分を味わえる黒子の台本みたいなものなんにやね．
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一般会員 Eによる回答
2点に対してそれを m : n に内分，外分する点の公式は，覚えにくいので，それを何度も反復することで理
解を深め，また同じ概念が，異なる単元で何度も登場すること自身に「数学的な思考の不思議さ」のもっとも
大切な側面が現れているのではないでしょうか．
数学の教科書のすべてに，数学教育の目標が書かれているはずであると信じて，まず，検定教科書を中心と
した教材研究をきちんとやるべきですが，その際，その一つ一つに，学習指導要領を編纂した有識者会議の責
任ある発言の真意を読みとるように努めるのがしがない市井の一介の教員の使命であると思います．
現場教員は，決して参謀ではなく，一兵卒として雇われた傭兵の身であることを忘れてはならないでしょ
う．畏れ多くもかしこくも御上に対して批判的な態度をとることなど元より許されていない国に私達は生きて
いるんです．この厳粛な事実から目を背けることは出来ません．
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